Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as part of a project 

to make the world's books discoverablc onlinc. 

It has survived long enough for the copyright to cxpirc and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and fmally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrainfivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for informingpeopleabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of this book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



Dit is ccn digitale kopie van een boek dat al generaties lang op bibliothcckpl anken heeft gestaan, maar nu zorgvuldig is gescand door Google. Dat 

doen we omdat we alle boeken ter wereld online beschikbaar willen maken. 

Dit boek is na oud dat het auteursrecht erop is verlopen, zodat het boek nu deel uitmaakt van het publieke domein. Een boek dat tot het publieke 

domein behoort, is een boek dat nooit onder het auteursrecht is gevallen, of waarvan de wettelijke auteursrecht termijn is verlopen. Het kan per land 

verschillen of een boek tot het publieke domein behoort. Boeken in het publieke domein zijn een stem uit het verleden. Ze vormen een bron van 

geschiedenis, cultuur en kennis die anders moeilijk te verkrijgen zou zijn. 

Aantekeningen, opmerkingen en andere kanttekeningen die in het origineel stonden, worden weergegeven in dit bestand, als herinnering aan de 

lange reis die het boek heeft gemaakt van uitgever naar bibliotheek, en uiteindelijk naar u. 

Richtlijnen voor gebruik 

Google werkt samen met bibliotheken om materiaal uit het publieke domein te digitaliseren, zodat het voor iedereen beschikbaar wordt. Boeken 
uit het publieke domein behoren toe aan het publiek; wij bewaren ze alleen. Dit is echter een kostbaar proces. Om deze dienst te kunnen blijven 
leveren, hebben we maatregelen genomen om misbruik door commerciële partijen te voorkomen, zoals het plaatsen van technische beperkingen op 
automaüsch zoeken. 
Verder vragen we u het volgende: 

+ Gebruik de bestanden alleen voor niet-commerciële doeleinden We hebben Zoeken naar boeken met Google ontworpen voor gebruik door 
individuen. We vragen u deze bestanden alleen te gebruiken voor persoonlijke en niet -commerciële doeleinden. 

+ Voer geen geautomatiseerde zoekopdrachten uit Stuur geen geautomatiseerde zoekopdrachten naar het systeem van Google. Als u onderzoek 
doet naar computervertalingen, optische tekenherkenning of andere wetenschapsgebieden waarbij u toegang nodig heeft tot grote hoeveelhe- 
den tekst, kunt u contact met ons opnemen. We raden u aan hiervoor materiaal uit het publieke domein te gebruiken, en kunnen u misschien 
hiermee van dienst zijn. 

+ Laat de eigendomsverklaring staan Het "watermerk" van Google dat u onder aan elk bestand ziet, dient om mensen informatie over het 
project te geven, en ze te helpen extra materiaal te vinden met Zoeken naar boeken met Google. Verwijder dit watermerk niet. 

+ Houd u aan de wet Wat u ook doet, houd er rekening mee dat u er zelf verantwoordelijk voor bent dat alles wat u doet legaal is. U kunt er 
niet van uitgaan dat wanneer een werk beschikbaar lijkt te zijn voor het publieke domein in de Verenigde Staten, het ook publiek domein is 
voor gebniikers in andere landen. Of er nog auteursrecht op een boek mst, verschilt per land. We kunnen u niet vertellen wat u in uw geval 
met een bepaald boek mag doen. Neem niet zomaar aan dat u een boek overal ter wereld op allerlei manieren kunt gebruiken, wanneer het 
eenmaal in Zoeken naar boeken met Google staat. De wettelijke aansprakelijkheid voor auteursrechten is behoorlijk streng. 

Informatie over Zoeken naar boeken met Google 

Het doel van Google is om alle informaüe wereldwijd toegankelijk en bruikbaar te maken. Zoeken naar boeken met Google helpt lezers boeken uit 
allerlei landen te ontdekken, en helpt auteurs en ui tgevers om een nieuw leespubliek te bereiken. U kunt de volledige tekst van dit boek doorzoeken 

op het web via |http: //books .google .coml 



I 



TUB GIFT O»' 

I-HfiK. A1.BXANDER KlV 




Goo<^lc 



37 + 



DiB.lizedOyGoO<^lc 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



THEORIE 



GEDEELTELIJKE DlFFERENTIAALVERCELlJKmCEN 



VAN DE BERSTIC OB-DE. 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



leiden: BOEKDtlUKKERIJ VAN L. VAN NIFTEBIE nZ. 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



THEORIE 



GEDEEITILIJÏE lllFFEEEITIAllïEEGELIJfflGES 

■^AJSr IDE EERSTE ORDE. 



ACADEMISCH PROEFSOHKIFT,. 



iOCTOB IH BI ¥1S- IH HATUmüHDE 

AAN DE RIJK8-UNIVERSITEIT TE LEIDEN, 

D^ G. D. L. HUET, 



VOOR DE FACULTEIT TE VERDEDIGEK, 

Op ZaterdBg, den 20"*°' 8ept«mber 1881, des namlddtgs te 2 nren, 

Lambertiis Feüi Conelis Liitei, 

Civiel Ingenieur. ^ 

HEBOnEN TE TRI.IENBAN. 



DELFT, 

W. B E E T S. 

18 84. 



DiB.1izedOyGoO<^lc 






DiB.lizedOyGoO<^lc 



rru^'- 



5 ^«« k uitüt\Hm mijntt ^«fcw. 



421487 ,, , 

li.olredByljOOl^lC 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



INHOUD. 



HoDfittnk. Blidi. 

I. Ontstaan der gedeeltelijke diCTerentiaalvei^elq kingen 1 

II. Tangentiale transTormaties , 8 

III. Toepassing der tangentiale transformaties 15 

IV. Algemeene en afiooderlijke integraal 22 

V. Buiondere vormen der differentiaalvei^elijking 27 

VI. Eigenschappen der homogene tangentiale transTormatie .... 37 

VII. Eigenschappen der algémeene tangentiale transformatie .... 45 

VUL Eigenschappen der functies (<^, 4'). [/i ;] 56 

iX. Lineaire diUerentiaalvergelg kingen 62 

X. Integratie van niet-Iineaire diflerentiaalvergelijkingen 72 

XI. Methode van Cauchï 77 

XU. Methode van JncoBi 86 

XIII. Gelijktüdige stelsels 93 

XIV. Methode van Jacobi voor gelijktüdige stelsels 102 

XV. Methode van LiE 107 

XVI. Geschiedkundig overzicht 114 

litteratuur 122 

Stellingen 125 



ïdOyGoOf^lc 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



EERSTE HOOFDSTUK. 



Ontstaan der gedeeltelijke differentiaal vergelilkingen 
van de eerste orde. 



1. B^stAing volgens LiOBiNOK. 

Een gedeeltel^ke difforentiaalvei^lijkiiig van de eerste 
orde is een betrekking 

Rie,x,,.... x.,p,,....p.) = ... (1) 
tusscbea een afhankelijke veraaderlijke of functie g, » onaf- 
hankelijke reranderlyken Xi, — x,, en de eerste gedeeltelyke 

differentiaalquotientea van e naar x^, x^, 

de dz 

>'' = -d^'- ■■■^■ = -dZ- 

Yoortaan bedoelen wij met differentiaalrergelgking een 
gedeeltelijke differentiaalvergelijking van de eerste orde. Ho- 
mogeen heet z|j, als zy i'' Pd P* homogeen is. Li- 
neair, ois pi, pa slechts tot den eersten graad daarin 

Toorkomen. 

Elke betrekking tusschen e, Xi, x,, 

die zoodanig is, dat de daaruit afgeleide waarden van 
e,Pi, pa identiek aan (1) voldoen, beet oplossing. 
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Het integreeren eener differentiaalvergelgking (1) bestaat 
in het vinden van aJle oplossingen. 

Zjjn er meerdere differentiaalTergelgkiDgen gegeven 

Hl = O, H, = O (2) 

dan Tonnen zij een gelyktgdig stelsel, of kortweg een 
stelsel; w(i bepalen ons tot het geval, dat de functie e 
in alle dezelfde is. 

Integratie bestaat weer in bet vinden van alle betrekkin- 
gen tussehen i>, :e, , x^, zoodanig, dat de daaruit a%eleide 

waarden van £,Pi, p. de veigel^kingen (2) tot identi- 



2. Ontstaan der differentiaalvergelijking volgens laobamoe. 

Zij 

ƒ(«, a;, , . . . . a;,, a, , . . . . a,) = O . . . . (3) 

een betrekking ttisschen e,Xj, x, en n willekeurige stand- 

vastigen, dan kan men daamit, door differentiëeren naar 
Xj,.. .iXt^n vergelijkingen afleiden 

-^+Pi~V~-f>, -r^+i>. 4^ = 0- - W 

hxy ' ^^ he ' J a:. ' -^ S 2 ^ ' 

Tussehen (3) en (4) kan men de n standvastigen eliminee- 
len ; hierdoor ontstaat de differentiaalveigeltiking 

B.{e,Xi....x.,Pi,....p.) = 0, .... (!) 
waarvan (3) de volledige oplossing heet. 



Tolledig heet een oplossing, indien z^ aan geen andere 
' differentiaalvergelgking dan de gegevene voldoet. Dit is blijk- 
baar met (3) ten opzichte van (!) het geval; daar {1) door 
(3) geheel bepaald wordt Een oplossing, waarin n willekeu- 
rige onafhankelijke standvastigen voorkomen, is volledig. 
Bevat eene oplossing minder dan n standvastigeD, dan kan 
zij niet voHedig zyn; omdat de eliminatie dezer standvasti- 
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gen, stel m in aantal, uit de Teig;elgldi)gen (3) ea (4) niet 
één, maar n — m difFerentiaalvergelgklngen geeft ; aaa al 
deze Toldoet de oplossing. 

Wg zullen zien, dat men uit elke volledige oplossing alle 
andere oplossingen kan afleiden; met dien verstande kan 
men het vinden eener volledige oplossing het integreeren 
der differentiaalvergelijking noemen. 

4. Integratie volgens lasranor. 

öm een differentiaalvergelijking (1) te integreeren, denke 
men zich j>. er uit opgelost in de overige grootheden 

p, = a-, («, ai, , . . . . »„ p, , . . . . p,_i), 
waardoor 

de^pidxi-\- . . . +p^_i*2a:,„i + jr„(ia!, . (5) 

wordt Kan men nup,, p,_i zoodanig als functies van 

e,iCy, X, bepalen, elk met een willekeurige standvastige, 

dat (5) of wel 

de — PidXi — . . . — p,_idar,_i — jt, da;, = . (6) 
integreerbaar wordt; dan geeft de integratie (waarbg nog 
een standvastige ingevoerd wordt) de volledige oplossing (3).' 
Algemeener : Men moet » — 1 vergelijkingen vinden tus- 
scben e,Xi, a;,,pi, p,_i, die bovendien « — 1 wille- 
keurige standvastigen bevatten, zóodat de daaruit a^leide 

waarden van j»j , p,_i (6) integreerbaar maken ; integratie 

geeft de volledige oplossing. 

Of samenvattende : Men moet « vergelgkingen vinden tus- 

schen «, a;i , a:«, p, , p,_i en n standvastigen a, o,, 

zoodat de daaruit voor z^p^, p,_iina;i) a^^ïOu "i 

gevonden waarden (onafhankelijk van de standvastigen] iden- 
tiek aaa (6) voldoen, d. w. z. onafbankelgk van de waarden 

der differentialen d », d jci , da;.. 

Denkt men zich deze » vergelijkingen volgens de stand- 
vastigen opgelost ' 

J'i = o,,.....f; = o., (7) 
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waarbg J^, J', functies van «, aii , x,,Pi, — p«_iTOor- 

stellea; dan kan men zeggen, dat het integreeren van (1) 
bestaat in het vinden van « functies F, die elk aan een 

standvastige gelijk gesteld zijnde, e,Pi, Pt-i zoo bepalen, 

dat identiek aan (6) voldaan wordt (wat ook de standvasti- 
gen zgn). Eliminatie van p^, p._i uit (7) ge^ de vol- 
ledige oplossing. 

5, Integratie volgens lie. VÓUedige integracU. 

LiE merkt op, dat, als (6) volgt uit (7), dan (6) ook moet 
volgen uit de vergelykingen, die men uit (7) door totale 
differentiatie afleidt, 

dFi=0, .... dF^ — O, .... (8) 
zonder verder (7) te hulp te roepen; daar dit de standvas- 
tigen weer zou invoeren, die in (8) niet meer voorkomen; 
dus moet het eerste lid van (7) lineair samengesteld zgir uit 
de eerste leden van (8) 

dg — PidXi — ... — jr,dx. = MidFj-}-... + M.dFn,{9) 
waarbij M^, M^ onbekende vermenigvuldigers voorstel- 
len, functies van «, «i , ^■•tPi i P«-v 

f en Mmoeteu duszoodanige functies z|{n van «,:i:„...x.j)i,...p„ 
dat het tweede lid van (9) in het eerste overgaat, als men 
voor de Jlf en J' deze functies substitueert Heeft men functies 
M en F gevonden, die (9) tot een identiteit maken, dan heeft 
men slechts 

^1 = 01, .... F, = a (7) 

te stellen om het eerste lid van (9) nol te maken. Elimi- 
neert men p,, p.-\, dan vindt men de volledige op- 



ƒ («, 3^1 , . . . . a:^, ai , . . . . a,) = 0. . . . (3) 
Wy zullen (7) de volUedige integraal noemen; heeft 
men deze gevonden, dau beschouwt men de integratie als 
voltooid, hoewel er alleen nog uitvoerbare bewerkingen (eli- 
minaties) uoodig zijn om de oplossing te vinden. 
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6, Symmetrische integratie. 

Sjmmetriscti kan mea aldus te werk gaan : Men dente 
zich ook de g^^ven differentiaalvergelijkiiig volgens een 
willekeurige 3tandTastige a opgelost (men brengt een reken- 
kundige standvastige, of zelfe O, in het tweede lid, beschouwt 
deze Toorloopig als willekeurige standvastige en vervangt 
haar na de integratie weer door hare rekenkundige waarde) 

fl = «i (!'). 

dan bestaat de integratie in het vinden van n andere func- 
ties ff, , . . . . S«, die, wanneer ze aan willekeurige stand- 
vastigen gelijk gesteld worden, 

fli=ai, .... H, = a., (7') 

te zamen met (1') e, Pi, p. zoo als functies van 

x^, ^n, «j , a, en a bepalen, dat identiek voldaan 

wordt aan 

diï — Pida:, — ,..— p.da;, = , . . (6') 

Eliminatie der p^, j», tusschen (1') en {7') geeft de 

volledige oplossing (die nog a bevat). 

Daar (6') volgt uit {1') en (7'), moet (6') volgen uit hunne 
totale differentialen 

dH=0,dHj = 0,....dS, = (i . . (8') 

Het eerste lid van (6') moet dus lineair samengesteld zijn 
uit de eerste leden van (3') 

dii — Pida-^—...—p.dx,~LdH-\-L,dH,-^-...+L,dH„(^') 
waarbij de X, i, , L„ onbekende vermenigvuldigers, func- 
ties van j? en de X en ^ zyn. 

Zoodra men functies L,L^,....L„,H,Hi, H, gevon- 
den heeft, die (9') tot een identiteit maken, vindt men door 

Hj , B„ aan willekeurige standvastigen gelijk te stellen 

een volledige integraal 

fii = ai, .... E, = a, .... (7') 
van (a een rekenkundige standvastige ZQ'nde) 
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a=« (1') 

, De functies L^, L„^Hy, S, gaao in de Jlf,, — Jlf,, 

J*! , . . . . J", van de vorige paragraaf over, indien men p„ ver- 
vangt door de waarde uit (1') verkregen, na a door hare 
rekenkundige waarde vervangen I 



Het is niet zeker, zooals wg tot nog toe stüzwggend on- 
dersteld hebben, dat er, b^ eliminatie der p tusschen (7), of 
wel tusschen (7') en (1'), juist één vergelijking ontstaat; er 
knnnen even goed meerdere vergelijkingen ontstaan 
fi(2,a;j,...a;.,a,,...«.) = 0,.../i(«,3ri,...a:„aj,...aj = 0. (3') 

Toch bl^ft (3') de volledige oplossing heeten ; maar dan 
is het begrip gedeeltelijke differentiaalvei^elijking uitgebreid. 
Wfl moeten nu zeggen: Een gedeeltelijke differentiaalvei;ge- 
lijking der eerste orde is een betrekking tusschen 2 » -j- 1 
grootheden jï, aij , a;„i>,, p«, waarvan de int^ratie be- 
staat in het vinden van alle betrekkingen tusschen deze 
grootheden, die met de gegeven vergelgking samen 

ds — p,dx^ — . , . — p, d 3^, = O 
maken. Hiervoor zyn minstens « vergelijkingen noodig. Elk 
stel van n vergelijkingen, dat hieraan voldoet, heet integraal ; 
bevat het stel « onderling onafhankelflke willekeurige stand- 
vastigen, dan heet het volledige integraal. 

Eliminatie van p^, p, tusschen de n vei^gel^kingen 

eener integraal en de gegeven vergel^king geeft de overeen- 
komstige oplossing, die uit 1,2, n vergelijkingen kan 

bestaan, of zelfs uit «-f 1, als de gegeven vei^lijking geen 
der p bevat. 

Blikbaar omvat deze nieuwe bepaling de vroegere als 
byzonder geval. Wij noemen een vei^geljiking, waarin behalve . 
5, « grootheden a; en h grootheden p voorkomen, kortweg 
een vergelijking met « veranderlijken ; omdat in het zooeven 
genoemde bijzondere geval, waarbij de grootheden ;" onder- 
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ling onafhankel^k z^n, het aantal dier oaafhaokel^'k veran- 
derleken n is- Ook bleven wij z de functie noemen; zy 
hangt zeker ran de x af; hoewel ook eenige der ^ van de 
overige kannen afhangen, zullen wy enkele malen de x als 
de onafhankel^ke voranderl^ken aanduiden. 



Denkt men in {9") niet een, maar meerdere B", gelijk aan 
rekenkundige getallen gesteld, . 

B = a, fli = Oi , . . . . £■*_] = «t-i, 
dan vormen zjj een gelgkt^dig stelsel, waarvan 

Hk = at . . . H, = a, 
de volledige integraal heet, die dus n — % willekeurige stand- 
vastigen bevat 
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TWEEDE HOOFDSTUK. 
Tangentlalfl transformaties. 



1. Bepaling. 

In I, 6 hebben wij gesproken over het rinden Tan fonc- 
ties die voldoen aan 

ii:-p,die^ — ...—p,dx. = LdH+L^dHt+...+L,dH.iil) 
wanneer men stelt 

S=Z, H, = Xi, . . . . B.=X, 1 

__ W 

L ' 



i=--, V = -P„ .V = -P-. 



kan men symmetrisch schryven 

d — Pi d a;i— . . .— j>, d o;. =— (d Z— Pi d Xi— . . .— P, d X.). (2) 

P 

Dit heet eea tangentiale transformatie; liierbq 

■ïforden 2, Xj , X„ Pi , .... P, als nieuwe veranderlüken 

beschouwd. Eet vinden van zulke transformaties geeft vol- 
strekt geen bezwaar, wanneer niet een der X gegeven is. 

2. Het vindm van tfmgentkde transformaties. 

Neemt men toch eenige (hoogstens » + 1) betrekkingen 
tusschen de «, x, Z, X aan 
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f=0, f, = 0, /i = 0; .... (4) 

dan heeft men slechts mt de totale difTereiitUleii van (4) 

df=0,dfi = Q, . . . . dft = (i, ... (5) 
waarb^ 



*=^4*+*' 



-h. 



s«. 



b,+...+ 



ife. 



w.-¥''^.+ 



■^ix, ■ 



. + ^.x. = o 



is, i-j-l der difFerentialen in de orerige uit te druiken, 
deze waarden daarna in (3) te substitueeren en de coeffi- 
cientea der orerige differentialen (die onderling onafhanke- 
l^k moeten zgn, daar wij geen meerdere betrekkingen tus- 
Bchen «, Z en de x, X onderstellen) nul te stellen. In den regel 
bereikt men gemakkelijker zijn doel door elke vei^l^king (5) 
met een onbepaalden factor te yermenigruldigen, en al deze 
uitkomsten onderling en met (3), na beide leden met p rer- 
menigrnldigd te hebben, samen te tellen, en dan al de 
coëfficiënten der difFerentialen in de komende vergelijking 
nul te stellen. Bit geeft 











^■+'*. i +".»* + ■ 


.+«^ = 0. 
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10 

De rt + 2 eerste rei^lgkingen zyn met (4) Toldoende om 

de fi, BD p, Z, X], Xi in «en de x,j)Tiitdruikeii; daarna 

vindt men de P uit de n laatste vergel^Mngen. 

2. Eerste eenvoudige gedaante. 

Indien wg uit (4) * en ft der x oplossen ia de overige x 
en in de Z.X 



« =: (p, ïj =: ijij , , . , , «* = Cj 

dan worden de vergel^'kingen (6) 



m 



— PP* + A»t = 0, 

(en deze onmiddell^k gebruikende om uit de Tolge 
(i te elimineeren) - 



1»*+ 1 = 



• -*>*•: 



■ *•- i^. -"' J». 




1 _ ),ct, S*, 
, iZ "^ iZ 




P, »* !<p, 




P. è$ S*, 





welke vergelflkingen men rechtstreeks had kunnen vinden 
door de waarden van de.,dx-^, — dn, uit (4') a^eleid in 
(3) te substituëêren en de coefficaenten der overige differen- 
tialen nul te stellen. 
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2. Tweede eenvoudige gedaante. 



Indien wij uit (4), Z,Xj, Xt in de overige X e 

i!,x oplossen 

Z=^, Xi = ^i, . . . . X* = ^i . . . 

en de korte metbode, aan het eind der vorige { 
toepassen, dan komt er 



(4^ 



,= 


ie 


— P, 




;-p. 




-P!>1 = 




-P, 




• — p» 


5*. 


— fP.= 




-P, 




.-p. 




Pi + 1 = 




— P, 


SX. + , ■ 


. -P. 


i+1 


P.= 




-P, 




. .-Pi 


ay-. 


Uit de eerste vergelijMngeii vindt men p, P„ . 


.P.,X.+, 



(6") 



daarna uit de overige Pi+i,,.,?.; eindelgk uit (4") Z,^!,... . 
allen in j; en de a^,j>. 

5, Eerste bijzonder geval. Één betrehhing. 

Een merkwaardig bgzonder geval is, dat er slechts t 
betrekking tiisschen Z,0 en de X, x gegeven is, die in ( 
der drie vormen kan voorkomen 

f{g,!r,Z,X) = 0, . . . 
z~ip(x, Z, X), . . . 
Z=^(e,a:,X). . . . 

De daaruit a^Ieide vergel^kingen z^n 
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'+^f 


= 0, 


1 + " /z=<' 


'«+" /,, 


= 0, 


Pi+»«S^ = 


--•+V^ 


= 0, 


^■ + ''.x.-» 


of 






** 

"-^'. 




P, s,$ 






p. i <p 

1 Sip 
t ~ iZ' 1 


of eindelgk 












_ st 







(81 



(8-) 



5. Afimding eener differenHcud/oerg^ijldng uH de vóUedige 
oplossing. 

Bl^kkaar is het ia de vorige § behandelde niets anders 
dan het afleiden eener differentiaalvergelijking uit een g6^e- 
yen volledige oplossing 

f{s,Xi,....x.,a,aj,....a,) = (i; ... (9) 

hierin stellen a,aj, a._i de willekeurige standvastigen 

voor, terwfll a, de standvastige is, die in het tweede lid der 
gezochte differentiaalvergel^king zal voorkomen (deze a. lieten 
w^ in I, 2 fveg); denkt men zich nu uit (9) door differen- 
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tlatie n vei^elijkingen a%eleid, en uit deze en (9) a, a^ , . . . a. 
opgelost in s en de x^p, 

a = Z, o, = Xi, . . . .a. = X,; . . . (10) 

dan zal, als men zich die waarden ia (9) gesubstitaeerd denkt, 
een betrekking tusschen ^, zen de X,x verkregen zijn, waaruit 
men volgeas de Tooi^aande § andere kan afleiden, die Zen 
de X, P in e en de x, p uitdrukken. De eene helft dier ver- 
gelijkingen (8) zyn dezelfde als de ia I, 2 gevondene, en zgn 
gelijkwaardig met (10); de andere dienen om i* te vinden. 

Eveneens bl^kt nu, hoe het in § 2, 3 en 4 behandelde 
gelykstaat met het afleiden eener differentiaalvergelgking uit 
een volledige oplossing uit meerdere vergelijkingen bestaande. 

Beschouwt men niet alleen a,, maar meerdere der o, als 
rekenkundige getallen, dan heeft men een gelgktydig stelsel 
uit een volledige oplossing afgeleid. 

6. Tweede bijeonder geocd. Lineaire vergdijMng. 

• Een ander merkwaardig geval is, dat er » vergelgkingen 
tusschen Z, g en de X, x gegeven zyn, namel^k, ip als functies 
van X„ e en de a:, beschouwende, 

Z^xp^ Xj ^ tpj , . . , , X„_i = t^.— 1 ^ 

hieruit leidt men af 

i« ^ ie ' dg 






Pn- 



Mii) 



ix, 'da:, öx, 

P —JjL — p 1^^ _p ^^-' 
" a X, • è X, ■ ■ ■ —' ^ X. 

Bit geval kan ons dienen tot het afleiden eener diCferen* 
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tiaalvergelgfeing %it een volledige oplossing, die uit « rer- 
gelijkingen bestaat, 

d ^ ifi, aj^\pi, . . . . o,_i ^ ^H—i , 
waarbg de ip functies zga van ? de x en o» Evenals boven bigkt, 

dat men uit de» -f 1 eerste vergel^kingen (ll}p,Pj, P,_i 

en a. kan vinden; om deze laatete te verkrygen heeft men 



uif die 


rergelijkingen 


slechts f,P,, 




dit geeft den determinant 








ia ' ■ ■ ■ 










s«, •■■■ 




= 0, 



















hetgeen een vei^yking geeft, die lineair in de p is, en 
waarin nog o, voorkomt, die men desverkiezende kan oplos- 
sen en in het tweede lid brengen; het eerste lid is dan, 
hetgeen wij Xm genoemd hebben. 
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DERDE HOOFDSTUK. 
Toepassing der tangentlaie transfbrmatles. 



1. Eerste tocpassttiff. Afidding van nieuwe volledige 
integralen uit een gegevene. 

^ 

Z=a, X,=ai, . . . .JC.-i = o._i . . - (1) 
een volled^e integraal van de differentiaalvergelijking 

X, = a,; (2) 

zoodat 

dz — -Lpdx = ~[dZ~-ZTdX). ... (3) 

iN'eemt men nn tasschen 2i de X en » + 1 nieuwe groot- 
heden 'Z eo 'X willekearige betrekkingen aan, echter X 
onveranderd latende, duB 'X. =: X, als een dier betrekkingen 
beschouwende; dan kan men 'Z de 'X, 'P zoo als functies 
van Z, de X, P bepalen, dat 

dZ—-ZPdX = ^(d'Z—-Z'Fd'X)-, 

P 

maar dan zijn ook 'Z en de 'X, 'P zoodanige functies van e 
en de a^jj, dat 

dz--Zpdx=A-{d'Z — -ZFd'X)\ 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



16 

waaruit bl^kt, dat ook 

•Z~ b, 'X, = tl , . . . . 'Xn-i = 6—1 
een volledige integraal is ran 

'X. = a. of X. = «,. 
Dezelfde methode is bruikbaar om uit een rolledige inte- 
graal van een stelsel een nieuwe af te leiden ; men laat dan 
meerdere X onveranderd. 

2. Uit een voUedige integraal, die een oplossing 

in meerdere vergelijkingen geeft, toordt een vdledige integraal 

afgeleid, die een oplossing in één vergelijking geeft. 

Laat de volledige integraal (1) van (3), na eliminatie der 
Py een volledige oplossing in % -j* 1 vergeljjkingen geven, die 

wij oplosbaar onderstellen naar a,a^, ai, 

o = 1^, O] = 1^1 , . . . . a* = ^t, 
waarbg de i^ functies van «, de z en at + 1 , . . . . a. z^n. 

TSu kan men uit de overeenkomstige tangentiale trans- 
formatie (3) 

de^p.d^,— . . . — p.(ir.=— (d^— P,dX,_ . . . — P,(ÏX,) (3) 

P 
een andere afleiden 

dj! — p^dxi — ...—p.du',= —{d{Z- i*jX, — ... 

... — PiX»)4-XidPi-f...-j-X,dP*-i>n.idXi+l— ... 

,.. — P.dXn]; 
welke aantoont, dat ook 
Z— P, Ji~ . . . — P*X*=:6, ?!=*,, .... Pt~bt, 

Xi + 1 = oi + 1 , . . . . X,_i = a,_i 
een volledige int^raal van (2) is. 

Om hieruit de p te elimineeren, kan men vooreerst in de 
eerste vergelflking Pj , . . . . Pt door &i , . . . &* vervangen, en 
daarna door middel van 

Xi+ 1 = o*+ 1 , . . . . X,_i = a,_i, ï, = a, 
de p elimineeren uit 2,X,, Xf, hetgeen volgens de 
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onderstelliag mo^lgk ia; zij worden daardoor t^, i^^ ,.... t^i ; 
de volledige oplossing wordt dua 

ifi — ^1 i^i — ■ ■ ■ — fr* 'f'* = 6, 
welke volledige oplossing in één vergelijMng, behalve de 

'k-\-l standvastigen ö, 6, , ö*, nog ai + \,. . ..a, bevat, 

die in de ^ voorkomen. 

Opmerking. Om volledig bewezen te hebben, dat er 
werkelgk een oploasing in één vergelijking ontstaat, moeten 
wij nog aantoonen, dat het niet mogelijk ia uit 

Pi = 6, , . . . . Pi — i.*, Zt + 1 = öi + 1 , . . . 

X»_l = ««-1 , X = o. (i) 

een andere vergelijking zonder de j) af te leiden. Hiertoe ia 
het noodig, dat wij voor de X,P hunne waarden in e en de 
x,p invoeren, hetgeen geschiedt door de vergelijkingen (6") 
van n, 4. Denkt men zich hierin onmiddellijk de P,X door 
b,a vervangen, dan komt er 





-.4^-^ 




J* 

-'"■=1^ 


-.-^- 





Deze vergelgkingen, die in anderen vorm dezelfde zfjn 

als (4), toonen duldelyk aan, dat bet niet mogelijk is er een 
vergelijking zonder de j) uit af te leiden. 

3. VU een volledige (^lossing in k -f- 1 vergdijldngen wordt 
een voUed^e oplossing in één vergelijking afgeleid. 

Uit het bovenstaande blfjkt, hoe men uit een volledige 
oplossing lü k-{-l vergelijkingen, 

a — \p-^0, «1 — \p^-^0 , . . . , fli — i//* ^ O, 
een volledige oplossing in één vergelgking a&eidt, 
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o — 1^ — 6, (o, — t(/i) — . . . — ii (o* — t^i) = O 
of 6 — '/' + &i t/-! + . . . + 6i *i =: O 

(waarby h^a — &, Oi — ... — btak gesteld is). 

Wij zullen dit nog duidelgker maken door te laten zien, 
dat beide dezelfde differentiaalvergelgking geven. 

De differentiaalvergelijking, uit de eerste oplossing afgeleid, 
wordt volgens ü, 1 en 6 gevonden door eliminatie van 
p, Pj , P*, ai+i , o«_i uit 



'- il 


-.4^-- 


is 


-'"■ = 7^ 


-.4!^-■ 


•---^ 


-'"■ = 7^ 


-.4^-- 


p h^ 



Die uit de tweede oplossing afgeleid, vindt men volgens 
n, 5 en 6 door eliminatie van f), &, , bt,at+-i, a,_i 



e = 


dl 


— Si 


i±__ 

il 


. . -b. 






S* 




>ft 




J+. 


-pp,- 


s«. 




^«, 




>., ' 



Beide elimiaatles geven blikbaar dezelfde uitkomst 



4. Tweede toepassing. Invoeren van niettwe veranderlijken. 

Wg gaan in een differentiaalvergelijking (2) nieuwe ver- 
anderleken invoeren, zoodanig dat een volledige integraal (1) 
van de gegeven vergelyking in een volledige integraal der 
komende overgaat. Noemen wjj de nieuwe veranderlijken 
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jb', x', p' en kiezen wg ze zoo, dat het eene stel veranderle- 
ken door een tangeotiale transformatie in het andere stel 
OTergaat, dus zoo dat 

dg-~^pdx:=—7-{dis' — Zp' dx^, 
P 
hetgeen weer vDlgens n, 2 geschieden kan; dan wordt 

-r (d «' — 2 ö' d j;') = d 2 — ï p d a: = — (dZ — ZPdX). 
P ■ P 

In het achterete lid zgn ^ en de X, P functiea van f en de a-, p; 
men kan ze echter ook als functies van e' en de x'.p' 
beschouwen; noemen wq ze dan Z',X\P', dan is 

dg' — 2p' dx' — —{dZ' — -Z P'dX'), 
waaruit blqkt, dat 

2' = a, Xi' = ai,....X^j = a,^i 
een volledige integraal is van 

X.' = a«; 
zoowel de vergelgking als de integraal z^n uit de oorspron- 
kelijke door invoering der nieuwe veranderlyken verkregen. 
Eveneens kan men nieuwe veranderleken in een stelsel 
invoeren. 

Wij zullen het bovenstaande op eenige voorbeelden toe- 
passen, die later te pas komen. 

5. Eerste voorbeeld. 

Het eenvoudigste geval is, dat men n -|- 1 betrekkingen 
tusschen e, e' en de Xjx" aanneemt. 

Denkt men zich « en de ^ opgelost in ^ en de x\ 
2 := $, Jïj =;$],.... a:, = lp, ; 
dan vindt men volgens II, 3 





-.4^-- 




>* 


-.^-•- 
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p.' }KP 


-pi 


èrt.' 


-P. 




waaruit men de p kan opl 


ssen in ^ en 


de •', 


P'- 


Zijn daarent^en i^ 


en de a;' opgelost 


in 2 en 


dei, 


l^ = X, 


«.' = 


«1, ■ ■ ■ ■». 


= X'; 




dan vindt men volgens II, 


4 






'=^ 


-Pi' 




■ -P. 


>'X. 


-=4t 


— J>i 




• — P 


ix. 



-<'^'=T^-P'-ï7r- ■ ■ ■ -^'TT;' 

waaruit men de p' in ji en de jr,p kan vinden. 
6. Tioeede voorbeeld. 
Wij voeren nieuwe veranderlijken in door de substitutie 

waarb^ de ^p functies van ^f+i, ^, z^n, die, benevens e, 



onveranden 


bl 


ven; dus 


s 








«■ = 


= », «"(+1 = 


= 'f+l, 


. . .« 


' = ».. 


Hierdoor 


is 


dit geval 


tot het 


voorgaande teruggebracht 


Meu vindt 














f = 


= I, p,= 


Pi'. ■ 


■ -P, 


=P,'- 


P(+l 




■+P, 






P. 


-.■4!: 


+ •■ 


■+P,' 





zoodat ook p^ , . . . .pf onveranderd blgven. 
De oorspronkelyke veranderlijken zijn 

s, a-i , Xf, 3-f+] , iT^^j , Pt,Pf+] , ■ 

de nieuwe (onnoodige accenten weglatende) 

e, 3^i', .... V, ^H-i ,-■■■'".' Pi >•■ ■ ■i'fiP'f+i ) 
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7. Derde vooitedd. 

W^j Yoeren nieuwe veranderlijken in door de substitutie 

^a = «a + (-Tl — a,) t^', . . . . j', — o, + (^i — a,) xj ; 

terw^l b,Ji,Xb+i, «.onveranderd blgven; zoodat wy dus 

schijven kunnen 

e=e',Xi=: 3-,', ;j-a := «2 + (iCj' - «i) a^j', x^ =«■+ (ü^i' -«i) x^ 



Hierdoor is dit geval tot het eerste van § 5 teruggebracht. 
Men vindt 
p = l, P,'=:pi + .r3'p2+ . . . +^-'p., 

Pii' = (V— "i)Pa> ■ ■ ■ -P-'=(-'i'— «i)P-i 
P.+I — PVi. ■ ■ ■ ■P.'=P«- 
"Waaruit door oplossing volgt (terwijl p«+i, p. onver- 
anderd blqven) 

__ Pa' _ Pi' 

t'.^p.'- '■'"■' +.;_-„.+'-'^-' 

8. Vierde voorbeeld. 

Wg nemen tusschen dé veranderlijken e, e' en de x.,t' de 
betrekking aan 

^ — / (^1 , ■ ■ • • ^», ^'ï+i . - ■ ■ ■ '-') = ^'i 
terwijl wij «j , ir, onveranderd laten ; dit geeft nog 

Volgens n, 3 of 4 ia 
p = 1, pi = -^- -f pi', . . . -i?, = Y^ + Pj'. 

Uit de laatste rij vindt men xq+\, x, in x' en p'; 

daarna uit de beide voorgaande de p in dezelfde grootheden. 
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VIERDE HOOFDSTUK. 
Algeffleene en aftonderlljke Intesraal. 



1. Afleiding van nieutee integralen uit een vóRedige iniegraal. 

Zoodra men de transfoitnatie 

dz—pidsi — ...~p,dx^ = Ldn-\-L,dH^-j-...-^L^dH, (1) 

gevondea heeft, tent men van de differentiaalvergelyMng 

Hn = a, (2) 

de volledige integraal 

ïï = a, ifj =3 a, , . . . . fl._i — a,_i. ... (3) 

Maar men kan het tweede (en dus het eerste) lid van (1) 
nog op aEdere -wijze nul maken, dan door (3). Elk stel (van ») 
vergelijkingen, dat, samen met (2), het tweede lid van (1) 
nul maakt, is een integraal van (2). Neemt men, om zulke 
integralen te vinden, tusschen de H eenige {k) betrekkingen 
aan, ^aarb^ wij H^H^^ Hi—i uil^drukt denken in 

H = x, H,=xi,.- .■H^i=X^-i; ■ ■ (4) 
dan wordt (1) na substitutie 
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+ L.dB. (5) 

Nu kan men het tweede lid nul maken door te stellen, 
behalve (2), 

> (6) 

welte n — h vei^lykingen met de Je vergelijkingen (4) weer 
een integraal van (2) vormen, waaruit men door eliminatie 
der p een oplossing in een of meer vergelgkingen afleidt 

.In plaats van in (5) al de coëfficiënten der differentialen 
nul te stellen, had men ook enkele dier differentialen zeK 
nul kunnen stellen, dus de overeenkomstige H standvastig 
kunnen nemen. Maar, wel beschouwd, is dit io bet boven- 
staande begrepen, indien men enkele der vergelykiiigen (4) 
van den vorm Ht ^= standv, aanneemt Nam men ze allen 
van dien vorm en hun aantal n, dan had men de volledige 



Eindel^k kan men het tweede lid van {1) nul maken door 
te stellen, behalve (2), 

L = 0, Zi = O, . . . . Z._, = 0. 

Deze integraal heet de afzonderlyke integraal; eli- 
minatie der p geeft de afzonderl^ke oplossing. 

Daar het integreeren eener differentiaalvergelyking (2) be- 
staat in het vinden van alle betrekkingen tusschen e en de x, p, 
die met {2) aan de — Zpdx^=zO voldoen, en daar wjj alle 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



24 

manieren, waarop de — Zpdx, of wat hetzelfde ia S-LdS, 
nul kan worden, hebben nagegaan, moeten alle integralen in 
de gevondene begrepen z^n. 

2. Aigemeene integraal. 

Indien er slechts één betrekking tusschen de E gegeven 
is, heet de komende int^raal de aigemeene integraal, 
de daaruit a%eleide oplossing de aigemeene oplossing. 
Dit is als byzonder geval in het voorgaande begrepen. Wg 
zullen het nog afzonderlijk behandelen onder de iets meer 
aigemeene aanname, dat geen der H uit de aangenomen be- 
trekking opgelost is; dus dat men heeft 

X(H,H„ . . . a,_i)=0; 
dan vindt men daarb^ de vergel^kingen 

^+*rl=». i, + ^^=0,....i.-.+A,-^_ = 0;(7) 
allen te zamen vormen zy de aigemeene integraal 
3. Andere vorm van bet «oorj^odtide. 
Zg de volledige integraal 

Z=a, Xi=ai, . . . . X,-i = ö»-i. . . (8) 
der difFerentiaalvergelijking 

X. = fl, (9) 

gegeven en schrgven w^ de bijbehoorende tangentiale trans- 
formatie in haren gebruikelijken vorm 

de — -Lpdx=—{dZ—ZPdX); 

dan bigkt uit het voorgaande onmiddellgk, dat men andere 
integralen vindt door k betrekkingen aan te nemen 

z = x, x, = %i, : . . - X_, = x*-i ■ ■ (10) 

(waarbg de x functies van X^, X,_i zijn) en daaraan 

toe te voegen de volgende 
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4. Afleiding van nieuwe oplossingen uU een vdledige oplossing. 

Indien de volledige oplossing als één vergelüking gegeven 
is, hetgeen men volgens UI, 3 altjjd mag onderstellen, kan 
het voorgaande een eenvoudigen vorm aannemen. Zg 

« = (a^i , a:„, (I, «1 , ö,_], a.) . . . (8') 

de volledige oplossing van (9), verkregen door eliminatie 
der p uit (8) en (9); het aannemen der betrekkingen (10) 
komt neer op het aannemen der volgende betrekkingen tua- 
schen de standvastigen a, a, , a,_i 

a = x, ai~Xi, ■ ■ ■ ■ «*-i = %*-i , ■ - (10') 
waarb$ de % nu dezelfde functies van ai,... . o«_i als boven 

van Xi, J,_j voorstellen. 

Voert men in (li) de in verg. (8') van II, 5 gevonden 

■waarden van pyPj, P» in, overal de Z,Xj, X, door 

a,ai, a, vervangende, dan wordt (11) 

& (p ia , }l<p ^fli, ,^$ èo>_i ö lp 

h a èa* i «1 iat ' ' ' ' h «i_i & «* ia* ' 

^<p ha ^ i0 A"L _i_ ^^ &g*-i ^ip ^ 

waarvoor wy ook schrqven kunnen 

4*. =„,.... _^=„, 

aai cl Ou— 1 

of 

(22 de 

-"——O, ■ ■ ■ . r —O, . . . (li') 
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als TTJj in of K ie a,a^, at-i als fancües van 

Of, a,_i beschoawen, gegeven door de vergelgkingen (10'). 

Is dus de volledige oplossing (8') gegeven, dan leidt mea 

daaruit andere oplossingen af door eliminatie van o, ij , a,_i 

tusschen (8'), (10') en (11'); dit toch komt op hetzelfde neer, 
als de eliminatie der p tusschen die vergelijkingen en (0), 
na hierin de a door hunne waarden in ? en de «, p ver- 
vangen te hebben. 
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VIJFDE HOOFDSTUK. 
Bijzondere vormen der differentiaalvergelijking. 



1. Vergelijking zonder z. 

Eonit in eeo difTerentiaaWergel^king z niet voor, dan mag 
men in de volledige oplossing, die w^ in één vergelÜking 
aannemen, z met een willekeurige standvastige vermeerderen, 
zonder dat z^ ophondt een oplossing te z^n (omdat de p 
hierdoor niet van waarde veranderen) ; zij kan dus den vorta 
aannemen, waarbij a, weer de rekenkundige standvastige is, 
. = *(!,,....».,«,, ....o.) + a. ... (1) 

Leidt mea hieruit weer de differentiaalvergelgkiog af, dan 
lieeft men 

p.= Tïr ''•=rK' • • ■ '^) 

uit deze vergelijkingen de a, a^ , . . . , a, oplossende, vindt men 

Z^a, X] ^ öi , , , . . X^_i ^ ö,_i , Xji =: a„ 
waarvan de laatste de differentiaalvergelgking is, als men o. 
als rekenkundig beschouwt. Daar a in geen der vergelflkin- 
gen (2) voorkomt, zijn deze op zich zelf voldoende om a, , . . . . «, 
op te lossen ; en dus zullen X, , . , . . J. vrij van z zgn, om- 
dat z niet tn (2) voorkomt ; eindelijk lost men uit (1) a op. 
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Hieruit blgkt dat Z den vorm heeft e — Jlf {x^ p), waarby M 
de fuDctie is, waarin cp overgaat, al3 men de a^ , . . . . a. door 
hunne waarden in de ^, p vervangt ; M is dus ook vrij van s. 

De tangentiale transformatie is dus, daar p ^ 1 wordt, 
ds — Z'pdx — dZ~-ZFdX, 
of de — -Lpdx = d(z — M) — -ZPdX, 
of Xpdx = dM-\-%PdX. (3) 

Het vinden van deze transformatie is eenvoudiger dan 
het vinden der algemeene ; e komt er volstrekt niet meer in 
voor; wanneer men (3) gevonden beeft, dan is 

Xi==a,, . . . .X,_,=30._i, e — M = a. . (4) 
een volledige integraal van 



2. Herleiding van een vergdijlang met z tot een eander z. 
Eerste methode. 

Om een differentiaalvergelijking met z te herleiden tot 
een andere, waarin e ontbreekt, denken wg haar gemaks- 
halve naar e opgelost 

» = n^n----'-,Pi. ■■■■?.); ■ . . . (5) 
dan substitueert men, F en ^ als nieuwe veranderleken 
invoerende, 

V 1 V ' 

e-— , ias ds=— dV—-^de. . . (6) 

Hierdoor wordt 

1 F 

de — '2.fdx= Y^'^ — "W^^ — ■p^dx—... 

1 / F \ 

... — p, da;, = — f d y— — dt-''p^tdx^^... — pJdxHyi 

stellen wy nu 

F 

-j=p\ p,^ = pi',....p,/ = p.'; ... (7) 

dan verki^gt men 
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ds — 'Z'pdx-— -ri^^ — P'^^ — Pi'da^i — ... — p,'dic.); (8) 

terwijl de diffweatiaalvergel^king door dezelfde substitutie 
wordt 

Pi' V*'\ 



^■ = k{t,,. 



tr- ■ ■ (5') 

Hierin ziJD 7, i,iFi, ^biP'iPi', P«'de Teranderlgken ; 

het aantal der zoogenaamd onafhankelijke veranderleken is 
■weliswaar met één vermeerderd, maar daarentegen komt de 
zoogenaamd afhankelgke veranderlijke V niet expliciet voor 
(p* is hetzelfde als e). 

Elke volledige int^aal van (5) 

Z=a, X-^^a-^, . . . .X,_i=a,_i, . . (9) 
waarb^ dus 

de—'Zpdx= — idZ—l-FdX) 
f 
is, als w^ X, schrijven voor z — ^, geeft door de substitutie 
(6) en (7) een integraal van (5'), mits men de eerste verge- 
1^'king (7) toevoegt Duiden wij de ^,-X na de substitutie door 
^, X' aan, dan is 

Y—p't=% S = a^ X,' = «,,.... JT..! = a,_i 
zulk een integraal, echter geen volledige; want er is een 
standvastige te weinig. Daar echter V in {5') niet voorkomt, 
mogen wij in de iut^^raal F met een standvastige vermeer- 
deren; dus is 

r — p't=:C, Z' = a, Xi'=a,, . . . .X',_i = a._] (9') 
een volledige integraal van (5'). 

Zij omgekeerd gegeven een volledige integraal van (5'), 
die volgens § 1 van den vorm 

V — M' (t,^:^ ,. . . .x.,p\pi',. . ..p.')= C, Z't=:a, 

Xi' = aj, . . . .X',-i = a,-i .... (10) 

mag aangenomen worden ; hierbg behoort de taogentiale 
transformatie 
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dV—pdt — Pi'dxi — ...-Pu'dx, = d{r—M')-\- 
+ L' d Z' -\- L^- d X^' + . . . +L'._idJr^i + i,'<ix; 
[waarbg X.' staat voor het eerste lid der op nul herleide 
vergelijking (5')]; dan -volgt hieruit door de substitutie (6) en 
(7), omgekeerd gebruikt, 

t{4e—Zpdx)=d{zi—M)-\-LdZ + L,dXi-i-...-\'L.dX., 
als -vrg de waarden, die M, Z' en de X', L' door deze omge- 
keerde substitutie verkrygen, door M., Z, X, L aanduiden, of 

de—ZpdxT:^—ld{et~M)-]rLdZ-^LidX^-\-...-\-L.dxX 

Daar t 'm het eerste lid niet meer voorkomt, kan zij slechts 
schijnbaar in het tweede Ud voorkomen; w^ kunnen dos aan 
t een willekeorige waarde geven, die wg zoo kiezen, dat 

0t — M=O (11) 

wordt; dan gaat de veigelgking over in 

'de — -S.pdx = —{LdZ-\-LidXi-\- . . . +i.d J.), 

waaruit blgkt dat, na t door zgne waarde uit (11) vervan- 
gen te hebben, 

Z=a, X^ = a^,. . . .X.^i = a._i . . (10') 
een volledige integraal is van (5). Zg is uit de volledige 
integraal (10) van (5') a%eleid door C^O te nemen, daarna 
de omgekeerde substitutie (6), (7) uit te voeren en < te eli- 
mineeren (want de eerste vergelgMng (10) gaat hierdoor 
in (11) over). 

3. Tweede meihode van herleiding tot een verg^jkmg 
Bonder z. 

Stelt men zich bij de integratie eener differentiaalverge- 
l^king niet voor e als functie van de :c en n standvastigen 
te vinden ; maar zoekt men de functie, die gelijk nul moet 
gesteld worden om de bovengenoemde waarde van e te 
verkrggen 
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f{g,x,,....T.) = 0; 




dan volgt daaruit 






— ^ 


:4f,. .... = - 


.±L.JL. 
ix. ■ il 


Substitueert men deze uitdrukkingen 


voor p in de gege- 


ven differentiaalvergelBking 




B.iB 


lil, ■■■■«., Pi. ■■■■?.) 


= 0, . . . (12) 


dan wordt zij 








^f 


if 


H^ ?, ITi , 


>i, 


- K': -0- 




'"" if ' " ■ ' 


''f 




il 


il 


Beschouwt men 


nu de functie f als nieuwe veranderlijke, 




een gedeeltelijke differentiaalvergelgking i 


in TF te bescliouwen 


(waartoe wjj voor 


at ... a n ^ 
-y!- schniïen -j ); 


zij wordt dan 




dW 


iW ] 




li»i 


"ïiT „ 


Hg s,x.,... 








.»., j^ ,.... 


dW 




-dT 


-dT 



zij bevat een onafhankelgk veranderlijke e meer dan de ge- 
gevene, maar de functie W komt er niet expliciet in voor, 
waardoor wij hetzelfde doel bereikt hebben als in de vorige 
§; hier is de komende vergelijking homogeen. 

Daar er nw geen reden meer is om de « en :c te onder- 
scheiden, schrijven wy 

dW dW dW 

waardoor de differentiaalvergel^king wordt 

Üit de tangentiale transformatie 
d2 — 2pda: = Xd^+iidfiï-)-... + i.dfl. (13) 
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Tolgt door dezelfde substitutie, na Termeoigvuldiging van 

dW 
beide leden met —^ — =<!'o) 

of symmetrisch 

iiAVo-H^dy,^ - M'^'^Q^^'^t>+Q,dY,-\- ... +e^r., (13') 

waarby (terwyl /T, en Y. de eerste leden van (12) en (12') 

vooratellen) 

fi=ro, Hi=Y.,....B,=T,,—=L,^=L...... ^'=U. 

«o «o «o 

De T zijn homogeen van den O*" graad in q, eveneens 
de Ly dus de Q homogeen Tan den 1" graad. 

Uit de tangentiale transformatie (13') leidt men de YOlle- 
dige integraal van (12) af 

70 = 0, T^=au . . . .i,-i=a,-u ■ ■ (U) 
namel^k na invoering der z, «, p (hetgeen mogelyk is, omdat 
de T homogeen van den O" graad in g z^n). Uit (14) vindt 
men de volledige oplossing van (12) door eUminatie der 
ïi ?;_ 
ffo' «o 

Maar daarom is (14) nog geen integraal van (12') ; daartoe 
zou noodig z^n, dat 

dW—q^dyo—qodyi~... — q^dyn = 

wordt; terwijl (14) aJleen het stut qf,dyf,-\- ...-\-q,dyt 

nul maakt; merkt men echter op, dat men slechts W= C 

behoeft te nemen om ook dW:=(i te maken; danbl^kt,dat 

TT— C, Yf,=a, r, = <ii, . . . .r,_i=o,_i . (15) 

een volledige integraal van (12') is. 

Zoodra men omgekeerd een volledige integraal (15) van 
(12') gevonden heeft, behoeft men slechts de eerste verge- 
l^king W=-C weg te laten om een volledige int^raal van 
(12) te hebben. 

Zy de uit (14) afgeleide volledige oplossing van (12) 
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a = t^(yo,yi, . . . .y„a,, . . . .a._i), 
dan geeft (15) voor de volledige oplossing van (12') 

waaruit wg vorens ni, 3 de volledige oplossing in één 
vergelijking afleiden 

4. Homogene vergdijkmg. Hare volledige oplossing. 
Daar elke homogeno vergelyking (12'), waarin de functie 
niet expliciet voorkomt, op de bovenstaande Vijze uit een 
niet-homogene (12) ontstaan kan, zoo blgkt uit de vorige §, 
dat hier de volledige oplossing alt^'d ia don volgenden vorm 
kan verkregen worden 

W=C-\-x^},(Jff„y^, y„a,, . . . .a^i). 

Omgekeerd geeft een deigelijke volledige oplossing een 
homogene vergelgking ; want men vindt deze door eliminatie 

van A, «1 , (ï^_i tosschen 

i^ il}/ i^ 

'•=*T7^'«"='Tïr'- ■■■'■=' -sj,:' 

Om de volledige integraal van (12') te vinden, is het vol- 
doende de tangentiale transformatie (13') gevonden te hebben; 
dan is (16) de volledige integraal. 

5. Vergel^king^ waarin een der p onS>reekt. 

Komt in een ditferentiaalvei^l^ing 

H, = a. 

Pi niet voor, dan integreert men eerst, alsof a^i standvastig 

was; noemen w^ in die onderstelling het eerste lid Sy Zq 

de volledige int^aal 

■ Jï; = Oi, . . . .fi;_, = (i^i; 
en de overeenkomstige tangentiale transformatie 
<2e — Pï(fes — . - . — p,<fe, = ii(ï^-i- . . .+ i,_idfl;_t H-L,dfl; ; 
waarbg de " aanduiden, dat x-^ als standvastig beschouwd 
wordt; zoodat dus 

dEt = dHi r-^dici. 
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TJit de voorgaande traneformatie Tolgt 
dsl — PldxJ—p,dx^—...—p^dx, = ~p^^XJ-\-L^d3^■}- 

+ il diTi + . . . + £,-i d F,_i + Z, d n„ 

waaruit blgkt, dat de volledige int^raal van de gegeven 
vergel^king is 

«1 = *, Hl = «1 , . . . . ff,_] = o^_i. 
Was de volledige oplossing van fl* := a^ 

^(e,x^, . . . .a:„a,, . . . .a^i) = (i,; 
dan is die van E^ = a, 

arj = it , t/- = «1 of 1^ — A a!j = C. 

Op dezelfde wijze gaat men te werk ala er meerdere p 
ontbreken, p-^, p_; de volledige oplossing wordt 

a^jE^Jj, a;^ = i_, ^\l■=a ofwel ip — A,a:| — ... — Kjc^^C^ 

waarbij i// een functie is van ^, ««+1 , a:, en « — »ï — 1 

willekeurige standvastigen. 

De bij den eersten vorm der volledige oplossing behoorende 
tangentiale transformatie is 

Ae — ■Lpdx = P^dx^-\■ . . . -\- P^dx^-\- LdH 
+ i;, + idff„+i+ . . . +J._idH,_i+i,dH., 

waarbij -Pj = Pi + /"i , ■?■ = P- + ƒ« i bierin zijn f^,....f^ 

even als de L, S, functies van e,x, ^.i P> + 1 > ?■• 

6. Scheiding der veranderlyken. 

Z^ gegeven de vei^lijking zonder ?, 

f{Xi+i+i, . . . .*.,pi+i+i, . . . .p„(p,«(') = 0, 
waarin : (p = (Ji (a;i , .... a;,-, pj , .... pj en 

»^ = »Kav+i, - . . -Xi+i, p,>i, . . . .p,-+*)- 
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Men integreert afeonderlgk 
$ = 6 ; de volledige integraal zij 

s — 3fi — «, , X, = «i , — ^-—i = «,_i ; 

;^ = c ; de volledige integraal zq 

«— Jfij = *s,^^i=ai4.i ,....Xi+i_i=«,-4.i_i; 
f'=: a ; de volledige integraal zg 

« — JMÏ = «3, 3ï+i+i = ö,+i+i , ■ . . ■ X;Ui = On-i- 

De 'in de laatste regels duiden aan, dat men in /"de^en 
^ door de standvastigen 6 en c vervangen heeft. 

Daaruit volgen de overeenkomstige tangentiale trtmsfor^ 
maties (zie § 1). 

p,da-i + ...+Pidari = dJlfi + PdX)+... 

Vi+\ dxi^i + • ■ • + Vi+k Axi^i = dM, + Pi^x d Xf+, + . . . 

. . - + Pi+i-x d X.+i_, + Pi+t d ^ ; 
Pi+i+l (ïa;,-^i^.l + . . . + p„ (fe^=d3f j + Pj+i^.! dXf+i+i + . . . 

... + p„_idx;;_i + p„dr- 

Maar algemeen is, voor elke functie a;, 

dus wordt de laatste transfoirmatie 

Pi+t+l dxi+i+i + ...+p„dx„ = 
iJlf,+P,+i+, .JI(+H., + . . . + P„_, iX„_, + F„ df 

"iT^ + fi-w >,p +--- + ^-i-y^+'''ï^J''^' 

Xu optellende, vindt men de nieuwe transfonnatie 
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. . . + A_l d J,_, + P.- d <p + i>+i d Xf +1 + . . . 

. . - + Pi+t-i dX.-+i_v + Pi^ d ^ + Pi+t+l d Z,+i+l +• - • 

...+P„_ldX„_i+P„dJ„, 

waaruit bl^kt, dat 

e — {Mi-\-M, + ]U;f~C, 

Xi =: Oj , . . . . Xi_i =: ai_i , 'P = it 

Xi+\ = ai^i, . ■ ■ -X,-^fc_i=a,+t_i, ^ = c, 
-Xf+t+l = ö,-+j:^.| , . . . . Z;^i = On_i, 
de volledige integraal is der gegeven vei^el^king. Zg wordt 
op eenvoadige manier uit de volledige integralen deideelen 
a%eleid. 

Een b^zonder geval is (zie boven § 5), dat de vergel^king 
zonder pj is; dan is $=;r| (i^ vervalt). 
Een ander b^zonder geval is, dat de vergelgting zonder 

f{x,, . . . .a;„pi, . . . .V,) = a\ 
men integreert afeonderl^lc 

Pi = 6 en f(x^....x,,h,Pi,....p,) = a. 
De eerste geeft 

P, da;i = d(pia!i) — a^idpj. 
de laatste 
p,dc,+. .. + p.dir. = dJïf +P3d:!q+ , . . +P^i dx;_i+ P,d/«, 

De gezochte volledige integraal wordt 
f — (J/+Pia^,) = C, Pi = h, 2^ = 0,, . . . .Jr,_i=:a,_i. 
Dit laatste geval had men ook tot het vorige (van § 5) 
kunnen terugbrengen door de taogentiale transformatie 
de — Pid», — . . . — p.da:, = d{«+pjaTi) — 
— ic,dpi — Pjdrj — . . . — p,da;„ 
waardoor p, en x^ van rol verwisselen. 
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ZESDE HOOFDSTUK. 
Eigenschappen der hemogene tangentfale transformatie. 



1. Ihie hoofdioormm der tangentidle iran^ormaiie. 

"Wfl hebhen in het voorgaande hoofdstuk gezien, dat de 
taogentiale transformatie, behalve in den algemeenen vorm 

de — Picis,— . . . — p.(4f,= -(dZ-P,dX,-...-P,dX\ 

f 
nog in de beide bijzondere vormen kan voorkomen. 

Pjdxj + ... + p,d^, = dM + PjdX^-\-... + F,dX, 

(waarbg alTe functies in het tweede lid vrg van e zgn) 

en 

90 %o + 91 dyi +- . ■+ q.dy,= Q^ dYo + Q, d¥, +. . .+ Q.d T, 

(waarb^' de functies in het tweede lid homogeen in de 9 zijn, 

Y van den Oe» en ^ van den 1™ .graad). 
Wji beginnen met het onderzoek der laatste vet;gelijking 

en leiden er later de andere uit af. 

2. Homogene transfi)rmatie. 

Om voor r én Q functies van de y en 9, homogeen van 
den 0^» en 1^ graad in de q te vinden, die voldoen aan 

^^iidpi = ^^aQidr, , (1) 
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Bubstitneeran wij in het tweede lid 

• J J'i , , > F, 



'"'' = ^S(-^ ''f- +-|^ •!!.)• • • « 



-(■ 



T±''>- + i;7'^1-)' ■ ■ (2») 



daarna stelt men de coëfficiënten der differentialen in beide 
leden gelflk; dit geeft 

ïÏÏe'-|^='- ■ ■ ■ <^'" 

' (« = 0,1, . . . «) 

^S«'^=o- ■ ■ ■ <!») 

3. Vervolg. 
Nemen wy nu twee der Tergelijkingen (3a) 

wg differeDtieeren de eerste naar yt, de tweede naar y^ 
eo trekken de komende rergel^'kingen van elkaar af; dit 






Evenzoo volgt uit een der vergelijkingen {3a) met een der 
vergelgkingen (3b) 

""•=' It^- ■ T^ - ->7; ■ -ht J = "■ *>" ■ 

(4i) 
Eindelgk uit twee der vergel^kingen (86) 

In al deze Tei^elykinji^n kunnen g Qn h alle waarden van 
O tot « k^gen. 
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4, Oploaamg der dy, d^ in de d Y, dQ. 

Se reigelijkingeii (4] kunnen dienen om uit (2) de da en 
dq op te lossen in detïFeiKiÖ. Vermenigvuldigt men daartoe 
elk der rergel^kingen (2a) met een factor A, elk der verge- 
l^kingen [2b) met een factor ^, eti telt daarna op; dan 
vindt men 

ïg^.i !-,+ ;.„* a) = ï (/, 4^ +^41^) «?. + ... 

■■■■ + ^i^*TT^ + '*'T^H'- 

Om nu dyx op te lossen, moet men de A,;u zoo kiezen, 
dat alle coëfficiënten der differentialen in het tweede lid nul 
worden, behalve die van (ïy«, welke 1 moet zqn; uit (4) 
bl^'kt, dat men nemeu moet 

Hierdoor wordt 

dy. = -S.(^dVi — \^dQi\{x,i = (S,....n). (5o) 
i \ aqa dq» / 

Eveneens vindt men 

i \ B y a o y« ' 

5. (^merTdng. 

Voor wfl verder gaan, kunnen w^ opmerken, dat uit (5) 
in verband met de identieke vergelijkingen 



n. 



Sft 
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iq. >7i' 




>«i iq. 


8 yi if 
in. m, 



volgt 



■ (6) 

In de eerste leden worden de T, Q als functiea ran y, q ; 
'm de tweede leden omgekeerd de y,^ kIs functies van de 
Y, Q beschouwd. 

In 't b^zonder wgzen wg op de volgende vei^lgkingen, 
die wij later noodig hebben, 

6. Eigensehaj^at der grootheden Y, Q. 

Voor wij met het in § 4 behandelde verder gaan, voeren wg 
de verkorte schrijfw^ze in (<J) en i^ functies van de y, q zqnde) 

'*'*' "=»VSï. iq. iq. iy.J' '' 

waaruit onraiddellijk volgt 

(+,*) = — (*,+) en ($,4i) = 0. 
Substitueeren wg nu in (2) de voor ie dy, dq in (5) ge- 
vonden waarden, dan komt er {r = O, «) 

dT, = (r„Q,)d!,+ .... +{r.,Q.)dT.+ [T,,T^)d(i,-. . . . 
-(Y„r.)d<i., 

dQ,={Q„Q,)dr^ .... +(Q„Q.)dr. + {TM)dQ,+ 

+{Y.,Q,)dQ., 

waaruit door vergelijking der coëfficiënten van beide leden volgt 

{Yi, ¥,) = «, (80) 

(ri,O.) = voori^t, (lï, 0») = 1 voor isi, . (8S) 

{Oi,0.) = (8») 

(i,l=0,....»). 
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7. Sotm^emteii der T, Q. 

Terder bl^tt, dat de Y homogeen van den Oe» graad in 
de q zijn; want uit (3) volgt 

en = SZQ,iJllZl. 

ai iq« èya 

nu aftrekkende 

^J'^ = -^^Qi{Yi,T,) = 0, . . . (9«) 

omdat alle (Yj, Yt) = (i zgn; waarmede de homogeniteit der 
Y bewezen is. 
Eveneens is 

hqa ai il/a d Qa 

en 0=2Sal^l^; 

a i - iqa hya 

weer aftrekkende 

29. -^=SiO,(ri,o>) = o», . . . (96) 

omdat alle {Y; Qt] = O zijn, behalve {Yt, Qi) = l; hierait 
bl^kt dat Qï homogeen in de q is van den 1^" graad. 



8. Onafhankelijkheid der functies F, Q. 

Daar het mogelijk is, bljjkens 5, de dy, dq in de d F, i2 Q 
uit te drukken, moeten de Y, Q onderling onafhankelijk zijn 
(hetgeen te voorzien was); das moet de determinant 

^So '>9i "" *». i?o >«i ■■" >>q. < 

zyn (dit drnM de oplosbaarheid der Torgelgkingen (2) vol- 
gens de dY,dO uit). 
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9. Omkeering der voorgaande e^enschappen. 

Uit (8) en uit de identiteit (2) volgt weer (5), als men 
aanneemt, dat de Y, Q onderling onafhankel^b zijn ; want 
dan moet (2) volgens de (ïy, dq oplosbaar zijn ; en dat (5) de 
oplossing is, bewyst men door substitutie der door (5) voor 
de dy, dq gegeven waarden in (6), gebruik makende van de 
vergelgkingen (8). 

Uit (5) en (2) leidt men (4) af door (2) in (5) te substi- 
tueeren en de coëfficiënten der dy, dq te vei^gelgken. 

Vervolgens leidt men uit (4) en de vergel^kingen (9) der 
homogeniteit weer (3) af, gebruik makende van (8). 

Eindel^k leidt men üit (3) en (2) weer (1) af: 

Zoodat ten slotte (1) volgt uit (8) en (9), als de onafhan- 
kelijkheid der Y, Q gegeven is (want (2) is een identiteit). 

De uitkomst van al deze beschouwingen is dus het volgende 

10. The&rema. 
Indien eenige functies Y,Q voldoen aan 

sS?''ïyi = s;=SOidri, .... (1) 

waarbij de q, y onderling onafhankelijke veranderleken voor- 
stellen, dan zgn de Q, Y 

V^. onderling onafhankel^k ; 

2", homogeen in de q, Y van den O*", Q van den 1^" graad ; 

3". onderling verbonden door de volgende betrekkingen 

( K, Y,) = O, ( Y„ O,) - IJ' j < '■ (Q., 0.) = O- (8) 

Omgekeerd zullen 2 n -|- 2 functies O, Y, die aan deze drie 
voorwaarden voldoen, ook aan (1) voldoen, dus een homo- 
gene tangentiale transformatie opleveren. 

11. Het vinden der Q mÜ lineaire vergel^ldngm. 

Zoodra men n + 1 onderling onaf hankelyke functies Y 
van den O™ graad in q gevonden heeft, die voldoen aan de 
voorwaarden 
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(r,;r,) = o, 

kan men de n -j- 1 functies Q rinden oit (3) ; de aldus ge- 
vonden Q voldoen aan (3), dus aan (1) ; zij moeten dus ook 
aan (86) en (8c) voldoen. 

Het aantal veigel^kingen (3) is 2 ti 4~ 3 ; maar indien de 

V onderling ooafhaokélijk en homogeen van den O™ graad 

' zgn en aan (8a) voldoen, zgn er slechts n + 1 dezer vei^e- 

l^kingen (3) onderling onafhankelqk, welk aantal noodig en 

voldoende is om de 9 te vinden. Dit bewgst men aldus. 

W^ noemen de eerste leden der op nul herleide verge- 
l^kingen (3a) en {Sb) Aj, en Ba 



^=f«'^- 



5, = S Qi 



w^ vermenigvuldigen de eerste vei^el^king met 






» Y, 



- en tellen op 



ï(-5-.4,— T— B. 



=ï«,(i'„r.)-ï„^_ 



5J}_ 



hetgeen, door O , n te nemen voor A;, n -f 1 betrekkingen 

tusschen As en B, geeft; deze betrekkingen z^n onderling 
onafhankel^k, Indien niet alle determinanten, gevormd uit 
n + 1 kolommen van den volgenden determinant, nul zyn, 



ir. 


i r. 


* 1'. 


>n 


* I'o 


iy. 


*>i ' ■ 


■ ■ J». 


^i. '• 


■■ s?. 


sr, 


>r, 


èi-, 


jy, 


i r, 


■w; 


»ï, ' ■ 


■ ■ >». 


"m7" 


■■ i?. 


s r. 


>r. 


i r. 


> r. 


sr. 


>». 


iy, ' ■ 


■ üï. 


>?. • 


• iq. 



hetgeen onmogel^k is, daar de Y onderling onafhankel^k z^n. 
Hierdoor krggen wij in plaats van § 10 het volgende 
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12. Theorema. 
Om de traasformatie 

X <i,(ïy, = 2 QfdTt. (1) 

te vinden is hrt voldoende » + 1 ondwÜng onafhankelijke 
functies Y te vinden, homogeen ran den 0^ gtaad in de q, 
die voldoen aan 

l.nr,) = <l; (8a) 

dan worden de Q uit lineaire vergelijkingen (3) gevonden. 
De aldus gevonden Q z^'n onderling en van de T onafban- 
kel^k, homogeen van den 1^ graad ia q, r, en zg voldoen aan 

(e„«') = 0, (r,,(rt = r''^*. . (Siea») 
(1, i = k 
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ZEVENDE HOOFDSTUK. 
Etgensch^pen der algemeene tangentiale transformatie. 



1. Twee eigenschappen der uitdruJ^ngen ($, i/j). 

W^ beginnen twee^ eigenschappen der aitdnikkingen ($, t^) 
af te leiden, die wij aanstonds noodig hebbeo. 

lo. Indien $ en t^ beide prodacten zyn, <p van A en B, 
<p Tan C en i>, terwijl ^ J5, C en i> functies van de y en q 
z^n; dan is 

= A0Z(^ i^-.l^l^) +ABZ (^^_^^\ ^ 

= -4C(5,i)) + ^7)(5,C) + BC{^,B)+BD{AG)- 

2". Indien een der functies ip een madit A"^ is, vaarbg 
J. een functie van de y en ; wordt, heeft men 
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= nA—<I.(— ^— — -i.)=»4-"^l, 



«■ 



2. Afleiding der algemeene iangenüale transformatie 
uit de homogene. 

Om de algemeene traasformatie 

(to-iJitfo, -.. . -p, dT,=-(dZ-P^dX^-. . .-P.dX,) (1) 

P 

te binden, hebben wrj slechts in de homogene 

q,dn + ... + q.df. = <idY. + ... + Q.dr. . (2) 
te substitueeren 



yo=^, ^1= 



.,.=,., ,-il=„„.. 


-2^=!.., 


<!• 


«0 




(3) 


...r.=x.,*=l,-«i=P„. 


-^=P.; 


?o P So 


Q. 



Yo=Z,Y,= 



hierdoor gaat (2) in (1) over. Daar de Y homogeen vau den 
Oen graad in q zijn, worden Z en de X functies van e en de tr, p, 
echter in 't algemeen geen homogene. Daar de O homogeen van 

den len graad in de q zijn, worden ook — en de Pfunc- 

P 
ties van e en de x, p. 

3. Omvorming der (<p, ^) in [f, g]. 

Indien 4) en *^ twee functies van de ^ en 9 z^n, homogeen 
van den »en en i*» graad in de q, dan worden zg door de 
substitutie (3) 

'P = 9iff, i' = qn^ 9> 

waarby f ea g functies van B, en de x,p zgn, die als functies 
van de ^ en f beschouwd, homogeen van den O*» graad in 
de q zgn. Nu is 
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=«i;+'K?)+<+'-'»(/',!.)+>'ü;+'~'/t?«)+'"<+'"'/'Mw.) 

waarbg Z",^ nog als functies van de y, ? beschouwd zijn. 

Beschouwt men nu echter f,g ais fuacties ran e ea 
de ir,p, dan is 

— — — LI. A — — Jl-I 

h, ~ < i>Pi ^ ■■■■ '^qo'^^~~7. y^' jpi ■■■■ ^ "' sp j ■ 

Hierdoor wordt 









^ff h , , ^«\ *s/' >/■, , ^f\\ 
— 7. ■■=' jVS +'' W "5", " ïi: l ïïT"^' w f 

Toeren wij nu de verkorte schrijfwgze in 

waaruit onmiddellgk bl|jkt 

dan komt er 

(/■,?) = ^\f^9\ 

Hierdoor gaat {$, ^) over in 

»,« = -,.' + — {Kj] + ^/--|f-,s4^}.. . (5) 

DiB.1izedOyGoO<^lc 



4. Vervorming der (r, Y), (r, §), (ft Q). 

Passeo wig de zoo eveu gevonden formule toe door voor 
»Ji, ;// te nemen de Y en Q, dan komt er, steeds i, k grooter 
dan O nemende, 

( Fo, F,) = — — [Z, Xi], dus [Z, Xi] = O ; 

(r*, Yt) = — — [Xi, Xtl dus [X|, i] = o ; 
ïo 

_ 1 iZ 



L p J /i a^ ' L pj (1 è« ' 
(r., «,) = (r„ - A P.) = - e. (r„ P,) - p, (r., %) = 

= — [2, P,] — Pi, duB [Z Pi] = p P, ; 

( Yi, ft) = (}'„- ft P.) = - ft ( r„ p.) - p, ( Y„ ft) = 

= — [X,,P,1, dus [X„PJ = |°'!^*i 

(ft») = (ft,-ftPi) = -ft{ftPO=-^ [t'"^]"*" 

+ .«•!«, du» f±pU_|^;' 

(§j, g.) =(- (?„ Pi, - (?oP,) = Qo^ {Pi, P») + §, P, (P,, ^o) + 

+ go Pi (<?„ P*} = - -^i^.-P*], dus [P,PJ = 0; 

waarbjj wij gebruik gemaakt hebben Tan de fonuulen (80 
uit hoofdstuk TL 

5. Onafhankdijkheid van Z en de X, P. 

Uit de onafhankelijkheid der Y, Q, uitgedrukt door (VT, 8) 

^ r,r.....r.,ft,ft....g. > 

volgt, zooals wij bewezen zullen, de onafhankelqkheid van 
de ^ en de 2, P, beschouwd als functies vau e en de x^ p. 
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Yolgeos eea bekende eigenschap der fuactionaaldetemii- 
nanten is 



r.,r,, 


...r.,a,a„ 


...«. 


ZA,. 


• ■x.,«.,p„. 


..P. 


»,«,,. 


•a:..?o>Pi.- 


■P. 



yo,j'ii---^,.?o,ïi,--- ?. 

^^Z,X,....XAP. P. ^j 

r„ri , . . .r.,9.,g„ . ..ft _ z,z,,..xg. -P.ft.— P.g. 
'z^„...x.,e,,j>„...p.-" z,2,,...x.«,P,,...P. --* ''•'' 



.X,ft,Pi.. 



z^,,..x.,-^,p,....p. 
B ^ 

■^,ï2cbPi. ■■■-?. «,«!,- •■'P-i9ö.Pi'---P. 

_ 1 „ z,x, , . . . jr.Pi , . 



tl 






Hierdoor wordt 
^ Y^Y„...Y,,Qo,Q,,...g, ^ 1 ^ Z,Xi,...X.,fi,...P. 
J'tuj'i , ■ ■ - i'„ 5o. 9i . - ■ ■ ■ ?. 1»"+^ ï', «1 , ■ ■ • 'i'.j Pu ■ ■ ■ P. 

Daar de eerste determinant niet nul kan worden, is dit 
ook met den laatsten 't geval, waarmede de onafhankelykheid 
van ^ en de X P l 



TJit VL 10 volgt nu het volgende theorema. 

Opdat eenige functiea Z, X, P van e en de t, p voldoen aan 

dB~-L"1p,dTt = — {dZ—l^\^"PidXi), (1) 

is het noodig en voldoende, dat iTen de X, P onderling onafhan- 
kel^k zjjn,en aan de volgende vei^geljjkingen voldoen [i^:=ly..n) 
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50 
[X„X,] = 0, [Z,X,] = (60) 

[X„P,]= < , [Z,PJ = ,P„ (6S) 

1 1, '=' 
[P„PJ = 0, (6,:) 

\X„1] =i l^,\z:-] = ^ !£- 1, k ll=fL« 

L ' p\ p hs L 'isj p hg 'L "pJ &if^ ' 

7. ^e^ vttH^ (fer F uU lineawe vergélijMngen. 

Uit TL 11 volgt, dat, zoodra onderling onafhankelgke 
functieB Z BR de X gevonden z^'n, die voldoen aan 

[Xi.Xt] = 0, [Z,X,] = 0, 

de P en p uit lineüre vergel^Mngen te vinden zgn, name* 
lijk uit 



= — Ppi, 



i>z i^ iXi 

^^ l=n „ ^ -^1 _ 

in ~^=I^' &« -''' 

van welke 2 n + 1 vergelgkingen er « + 1 onderling onaf- 
hankelgk zyn. 

Kog gemakkeljker zijn de volgende. Eerst bepaalt men 
de P uit » der vergelgkiagen 

hz , iz icn„ piXi , hXA „ hz ,■=«„ ax . ,_ , 

dtw^ift p uit 

8. llieorema. 

Uit TI, 12 volgt dus het onderstaande theorema. 
Om de tangentiale transformatie 

de-z'.'" Pidxi=~ {dZ~z'.^^PtdXi) ... (1) 
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te Tinden, is liet noodig « + 1 onderling onafhanielijke 
functieB Z en de X te vinden, die voldoen aan 

[Xi,Xt\ = 0, [Z,Xt] = (i; . . . {60) 

daarna worden de P uit de lineure veigel^kingen (7a) en 
p uit de véi^el^king {7è) gevonden. De aldus gevonden P 
zyn onderling en van Z en de X onafhankelijk, en vol- 
doen aan 

[X„P,1= < , [Z,P.J = ,P^ (66) 

!,•■ = ' 



[P„PJ = 0, (6«) 

L pi p de ' l pi p he 



'^* r-^i ' >'-i,h\UA 



9. Opmerhing. 
Uit de vergelgkingen (6') van VI, 5 volgt {« == 1, . 

a Zi a Pa __ a jF. iPj aX] _ -&go 



ïp, iq. >P, SC' 


s < se,' 


JX, _-S{p.j,) 

i'.- se, - «" 


Sp« Sj, 


1 SX, 1 s«. 

ï. «p. ft SP,' 


Sï, _ s,. 
s » s «, ' 


Sas. e. SP, 




Traanüt men aQeiden tao 




SZ, 5». SZ, , 
Sp. - ' SP,' h^ +*" 


SX, _ Sp. 
s» — ' SP,' 


die wü later gebruiken zullen. 
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, 10, Berde vorm der fangenfiale tran^ormaHe. 

In 't bijzonder geral, dat e alleen in Z voorkomt, niet iti 
de X,F, wordt de laatste vei^lgking (7) 

hZ 
maar volgens (6) is 

dus moet p vry van z z^n; daaruit volgt 

Z=pe — <p{Xi,....x,,p^,....p,), ... (9) 

waarbij (p een willekeurige functie voorstelt. 

Nu worden de vergelijkingen (7), die de P bepalen, 

o Pt «Pt i dpt 

in al deze vei^lgkingen is de eerste term de eenige, waarin 
z voorkomt ; deze termen moeten dus nul zyn, d. L 

hxi hpt 

waaruit blykt, dat p een standvastige is, die wq A zullen 
noemen; hierdoor gaan de vergel^kingen, die de F bepalen, 
over in 

ilH ' i ixt i P* i ipt 

Is omgekeerd e van den vorm (9), waarin p een standvas- 
tige A is, dan volgt uit de vergelijkingen {Gd), dat de X en 
F vrfl van g zgn. 

De tangentiaie transformatie kan dan ook (vergelgk Y. 1 en 
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VI. 1) in een meer eenvoudigen vorm geBchreven worden 
(waarin e niet meer Toorkomt) 
J_ 
A 

of even algemeen, daar men ^ in (^ en de P opgenomen 
kan denken, 

•S.pidXi~d<p'\--S.PidS.i. . . . (10) 
1 > 

11. Theorema. 

Uit § 6 en 8 volgt dna voor dit byzonder geval het" vol- 
gende theorema. 

Om de tangentiale transformatie 

ZpidXi = d(J>-\-^PidXi .... (10) 

i i 

te Tinden, is het voldoende n onderling onafhankelgke. func- 
ties X te vinden, die voldoen aan 

(X„X.) = 0, (11) 

en daarna een functie 0, die voldoet aan 

(*,X,) = 2;f,,-^, (12) 

daarna worden de P uit lineaire vergelijkingen gevonden. 
De aldus gevonden P zullen voldoen aan 



12. cp wordt door een quadratuur 

<p kan nog gemakkel^ker dan op de bovengenoemde wijze 
gevonden worden; w^ kunnen ons door middel der gevon- 
den X de p in de x, X uitgedrukt denken ; dan kan men de 
gezochte <p ook, in plaats van als functie van de x, p, als functie 
van de x, X beschouwen, die ook onderling onafhankel^k zgn. 
Schryven wij nu (10) aldus 
d0=p^dx^-^...-\-Pndx^ — PidX^ — .... — FndXn, 
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dan is het tweede lid de roUedige differentiaal van <p, be- 
schouwd als functie van de x,X. Wg kunnen beginnen 
te vinden, inzoover zg afhangt van de integratie van 

d<p=p^ dxi-\- -\-p,dx„, 

de X zoolang als standvastig beschouwende. Door integratie 
vindt men 

Cp = f(x^,....x^X,....X.)-\-x{X„....X,), 

waarby f een bepaalde, door de int^;ratie gevonden, maar 
X een willekeurige functie ia. 

Vervolgens kan men de P vinden, door middel van (10), 
uit de vergelgkingen 

p._ S<P 



Ten slotte moet men in tp en de P, die als functies van 
de X, X gevonden zgn, de X weer door hunne uitdrukkin- 
gen in de x,p vervangen. 

13. Het vinden van <p. Algemeen gevoL 

De redeneering der vorige § rustte op de onderstelling, 
dat het mogelyk is uit 

Xi = <p^(x^,....x.), . . . . X,=(p.(p^,....p.) 

de p in de x, X uit te drukken ; of anders, dat het niet mogelijk 
is uit deze vergel^kingen een vergel^king zonder de p af te 
leiden; zoodat dus de x,X onderling onafhankelyk zgn. Is 
dit niet bet geval, dan kan men toch altgd uit deze verge- 
lijkingen eenige p ea x met verschillende aanwgzers in de 
overige p,x en in de X uitdrukken {zooala wg in XIV, 3 
bewezen zullen). Stellen w^, dat op deze wgze a:,, . . . . a;,, 

i>i- + 1, p, iu a* + 1, x„ Pil Pr uitgedrukt zgn ; 

zoodat dus laatstgenoemde grootheden en X^, ... .X^ onder- 
ling afhankeiyk zgn. Nu schreven wg in plaats van (10) 
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d{<p — x^p^ — — x,pr) = — *i dpi — 

..- ~x^-^+idxr+i+ ..„ -hp.iic,— PidXj— .... —P.dX, ; 

hier is het twedde lid de volledige differentiaal van 

<^ = ^ *1 Pl ■ ■ ■ • ^rPry 

die men als functie Tan pj, ï>rj av + ij -p., -^n ■^" 

beschouwen tan. Terder wordt dit geval als het voorgaande 
behandeld. 

Blikbaar is hier eenvoudig een tangeatiale transfortuatie 
toegepast, waarbij, in plaats van 

(JJ, o;,, a;r,arr + 1, a'-.Pi, PoPr + 1i P-i 

als veranderleken ingevoerd zqn 

ipjpi, Pr, arr + 1, a;», aïi, a;,, pr + 1, p,. 
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ACHTSTE HOOFDSTUK. 
Eigenschappen der functies ((^,<P), \f,g]. 



I, Invoeren van nieutoe veranderlijMn in (<P,i'). 

Indien (J) en i^ functies zijn van !*>, «i, ««, en 

weer functies van y^^ tfi^- •■■ y», ?oi ïu ■ ■ ■ ■ !" i dan heeft 



('f,'^) 






d ji ' d ?i 



auo^ï' " '^"«aïi ' a«o &«' ■'"' a«« asi 

Elk der n-{-\ determinanten bestaat uit termen, die d 
vorm hebben 

atp aii' hua aM)3_ 
~ a «a a M^ a yi a jj ' 

bij een term met het teeken + 

a$ ai^ a»;! ^u^ 
a Uk a u^ a yi a Si 

is altyd een overeenkomstige term met het teeken — 
vinden, namelgk 



+ - 
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S (Jl Si^ hua hu^ 

beide termen samenvoegende, komt er 

Toegt men de termen met gel^ke o, (3 van de verschil- 
lende determinanten byeen, dan geeft dit 

JM«i«piViyi iqi iqi hyiJ~ittahtt0 '"'^' 
Dus wordt ten slotte 

Twee bijzondere gevallen van deze formule hebben wg 
reeds in Vil, 1 bewezen. 



3. ((p, i^) » mvaWan^ bij homogene tangetUiale transformaUe. 

Indien men door middel van een homogene tangentiale 
transformatie 

T,gdy = S,q'dy' (2) 

in 1$ en ;p de ^, 7 door de y',q' vervangt; dan behoudt de 
uitdrukking (9,i|') denzelfden vorm, hetzg men en i^^ als 
functies van de y, q of van de y', q' beschouwt, 

i<P,^)M-{^,^h-9; (3) 

waarin de aanw^zers y, q en y\ g' aanduiden, wat de ver- 
anderleken z^n. 

Dit bewast men aldus. 

Om (<p, ^)y\q' te vinden, denke men zich <p, ^ als functies 
van de y, 2 en deze weder als functies van de y', q' ; hierdoor 
wordt volgens § 1 
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«=o ^=0 °Vi °y? 

TJit de tangentiale tiaDsfoTmatie volgt echter 

Dus blijven in het tweede lid alleen de termen, die een 
(y, 2) bevatteiij waarin y ea. q gelijke aanwijzers hebben. 

Zoodat men ten slotte heeft 

3. Lineaire $,'/'. 

Indien ^ en ^ beide line^ in de q zgn, 
(Jl = oo ïo + Oi ïi + .... + a. «., '/' = 6o2o + *i 2i + -■+6« ?«> 
waarbg de a, i functies van de y z^n, vrordt 



(<P. 



1=0 ^ «Vi öyi / 



of deze uitdrukking, die ook lineair in de 2 is, naar c 
rangschikkende, 



....+e(». 



ï- 



Beschouwt men nu 2oi — 2. als gedeeltel^ke differentiaalquo- 

^ ^ dV dV dV ^ ^ „ 

tienten -^ — , -r; — , -r — eener functie K van y(i_..y., 

dyo dyi dy, "^ " ' 

en schrgven wq voor <p qr ^ii A V en B V; dan is 

dyo (ïy» dly, dy. 
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Hierdoor wordt 
i<p,^) = iA,B) = {Bao-AhHo+ ....-\-{Ba,-Ab.)s., (4) 
omdat 

dh 

daar eo — = — hier niet in beteekenis verschillen. 

hy dy 

Verder wordt 

{A,B) = B {aoq^-\- . . . .-\- a^q.) — a^B q^^ . . . . — a^B q» 

Daar in &o -^ ïo + — -{-KAq, alle mogelgke termen van 

tP 7 

den vorm a< os t; ; — voorkomen, terwfil in 00^20 + — 

dq,dq? 

.. ..-{-a^Bqn betzelfde 't geval is, zullen deze beide uit- 
drukkingen, daar z^ met tegengestelde teekens voorkomen, 
elkander in (</), ^) opheffen. Hierdoor wordt 

{<p,^)^{A,B)=^ AB ~ B A . . . . (5) 

4. Theorema van Pois80s-*Jacobi. 

Dit theorema leert, dat, als 0, ip, x willekearige functies 
van de y, q zyn, 

(<?, (V', z)) + (^, ix, <P)) + (x, (0, «f-)) = 0. 

Elke term van het eerste lid zal een tweede differentiaal- 
quotiënt van cp, 1}/ of X bevatten ; indien wij nu tevens kun- 
nen, bengzen, dat er geen tweede differentiaalquotieaten in 
kunnen voorkomen, dan moet het eerste lid nul zgn. Dit 
bewijs is aldus. 

De tweede differeatiaalquotienten van x zullen afkomstig 
zijn uit 

($, ('^, X)) + ('f', iX, (P)) = (?>, (-P, X)) - (-P, ($, X))- {6) 
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^lÜB^ {<P, x) 3D ('Pi x) W^ lineür in de gedeeltelijke diffe- 
rentiaalqaotienten van x naar de y en q. Stellen wy nu 



^x . . ^X , , j ^x _„■ . 

■»» '■•■•'-'T?7+''«Tir+-+*Tir=^*^' 

dan Vordt 

' (<?>,(*. X)) - (^^A^, X)) =1<P,M) - {i^,L) = LM-ML, 

in welke uitdrukking, blijkens de vorige (/, geen tweede 
differentiaalqnotienten meer voorkomen. 

5. Eigenschappen der uitdrukkingen [f, g]. 

Uit elk der eigenschappen van de uitdrukkingen {0, t/<) 
leidt men onmiddell^k een overeenkomstige eigenschap der 
\f,g] af, mits men de <p,i/' homogeen kiest 

<P = ^t-, 't' = qlgi 

waarbij f ea g functies van den O^n graad in de $ z^n, die 
door de substitutie (Vil, 2) 

in functies van js en de x,p ovei^aan; Merbij wordt (Y il, 3) 

(*,«=-«:+-' K«i+C"' ('"TT-"'' 47)- 

10. Uit (3) leidt men, voor (p en. ip functies van den Oe» 
graad in de q nemende, a^ dat door een algemeene tangen- 
tiale transformatie 

de — Zpdx = — (de' — Z,p' d^), 

P 

die uit de transformatie (2) ontstaat door bovengenoemde 
substitutie in verband met 
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9q = e', 3Ï = a'iV . . -yn' = < ?r=Pi',- ■ ■ ■— -^=p.', 

ïo ? ' 

[^Ö-] in een vorm van dezelfde gedaante overgaat, nu echter 
vennenig?uldigd met een factor p 

\f,9]^xp-^p[f,gyry- 

2". Neemt men voor (J), ^, % weer functies van den Oen 
graad in de ?, die als functies van e ea ie x, p beschouwd 
f, g, h heeten, dan is 

In verband hiermede volgt uit (6) 

[f.ls,h]] + [s,[^f]] + [l',\f,9]] + 

Dit is bet theorema van Jacobi-Poisson in den algemeen- 
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NEGENDE HOOFDSTUK. 
Lineaire vergefijlcingen. 



1. Ontstaan der lineaire vergéUjhingeti. 

W^ hebben in n, 6 gezien, dat men een lineaire differen- 
Tergeljjklng verkrggt, als men nïtgaat v&n eea volledige 
oplossing, nit n vetgelgHiigen bestaande, 

ifit^O, .^j :=(ij , . . . . ^__j=:a^_j. . . (1) 

De vergelijking wordt gevonden door eliminatie van 
p, Pi , . . . . Pt—l tasschen 

^g ^ 'ie "'ia' 

-,ft=4i_pl|^-...,-i.._»t;, i (2, 



O, 

O, \ (2') 



T^ f^l -r-^ — ■■•■ — iK^l r^^ — ■ = 0. 





A.'*' ... 


■--^^ 


of van /*, A»! , ■ ■ 


. ./;t,_i tiissclien 




-"-If 


-''.^-■ 


— -.:-^=' 


--"^ 


-'•.-^-■ 


-'•-s^=' 
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Dit geeft 



ie 
i-t 



ij/. 



'TT 






's». 



dus een lineaire vergelijking 
waarbjj 



■+JM-P« 



(3') 



M, = D- 



yp,ipl,....ypn- 



..^i— i,*i^i,...ar» 
De hierby behoorende taageatiale traasformatie wordt 
ds — Zpdx=:fid4'-\-c-id^i-\- — -^ tig-,id4'm-i-\- f^^diimj 
wanneer w^, de standvastige, die nog in de i^ voorkomt, a* 

noemende, stellen 



_i^j_a lil 



+ + ^, 



h^^ 
'^^ 



en wanneer men zich a, nit de differeotiaalverg^king (3') 
opgelost denkt, gevende 

en in de overige ^ en in de i^ gesabBtitaeerd. 
2. Jlgemeene oploasing. 

Volgens IV, 2 vindt men de algemeene integraal door 

een wUlekeuzige betrekking tusschen de ip, tfji , i^.-i aan 

te nemen 

m,4'i 'f'-i)=o, .... (4) 

en dan de volgende vergelgkingen toe te voegen, a een 
willekeurige £Eictor zijnde, 
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H—l 

De algemeene oplossing Tindt men door elimitiatie van A 
en de p tusschen (4) en (5). 

Maar w^ zullen beween, dat Mer (4) zelf de algemeene 
oplossing is, omdat de vergelijkingen (5) geen vergelgking 
zonder de p kunnen opleveren. In plaats toch van eerst de /* 
op te lossen uit (2') en daarna uit (5) de p te elimineeren, 
kan men de ft uit (5) oplossen, in (2') subatitueeren en dan 
tot de eliminatie overgaan. Hierdoor worden de vergel^'kin- 
gen (2') 

^+*T^->^+- ■+* hZi-^7 -"' 

-«-1-A^'' ** 4- -1-x-i^ **— -o 

. J.> ^f ** 4. 4-> ^f **—'-()• 



is, kan men hiervoor ook schrijven 



-^.+^^=». 



-y. + » 
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waaruit onmiddellijk blijkt, dat het niet mogelgk is, uit deze 
vergelijkingeti door eliminatie van A en de p een vergelgking 
taaschen jï en de x af te leiden. 

Om dus de algemeene oplossing te verkrygea der lineaire 
vergel^king (3'), waarvan (1) de volledige oplossing in » ver- 
gelijkingen is, beeft men slechts een willekeurige betrekking 
(4) tusschen de ^ aan te nemen. 

In de vergelijking (4) is ieder der vergelykingen (1) één 
voor één begrepen; waaruit blykt, dat elk bunner op zich 
zelf een oplossing van (3) is, hetgeen ook rechtstreeks in is 
zien is, daar b.v. \}/ = a geeft 

hx^ ' de ^ ' ' èa', 'öü' 

die bUjkbaar den determinant in het eerste Hd van (3) nul 
maken, dus aan (3') voldoen. Evenzoo kan bet van (4) zelf 
blaken. 

De bovenstaande redeneering steunt op de onderstelling, 
dat ü in ^ voorkomt; is dit niet het geval, dan wordt 
-r — = O, dus worden de p co , zoodat men geeu eigen- 
Ipe oplossing meer heeft. 

3, Door combinatie van n hijzondere oplossingen verkrijgt 

men een voUed 



Pi — —' 



Omgekeerd heeft men, om een lineaire differentiaalverge- 
lijking (3') te integreeren, slechts n onderling onafhankelijke 
functies <p te zoeken, die, ieder voor zich aan een standvastige 
gel^k gesteld zijnde, een oplossing van (3') geven; dan zal 
iP~a, <pj=ai, . . . . ^p^-i=a,-i ... (6) 
de volledige oplossing zijn. 

Want als i-^a een oplossing is, moeten 
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dar, 
aan de differentiaalvergel^king voldoen ; dus heeft men 

dg dxi „-, 

Als ^ = a een oplossing is, heeft men eveneens 

MÉ*L+x,pL+....+jir.-ip-=o.. . 

az d^i dx. 

Opdat echter (6) eene oplossing zy, moeten 



[T) 







--+^4^+^.^+- 


••+-4^=»- 



um de differentiaalTergemking voldoen; du3 moet 



' V dB dXi ' dx, } 

zijn, hetgeen uit de vergelgkingen (7), (7') volgt. 

Daar (6) een oplossing is, moet het een volledige oplossing 
z^n, omdat er n onafhanbel^ke standvastigen in voorkomen. 

4. hU^aik. 

Om een volledige oplossing te vinden, is het dus voldoende 
« functies '/', <^i '/'■-i ^ vinden, die voldoen aan (7), (7') ; 
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maar deze vergel^kingen drukten tevens uit, dat (6) de inte- 
gralen zyn van het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen 

Z^ toch if- := a een integraal dezer vergelijkingen, dan 
moet door middel van (8) identiek voldaan worden aan 

ds dx^ dx^ 

welke vei^yking, door middel van (8), hetzelfde mtdnikt 
als een der vergelijkingen (7), (7'). 

De redeneering der voorgaande paragraaf vorderde, dat elk 
der t^ de 2 bevatte ; maar deze voorwaarde kan men w^laten, 
omdat nit (7), (7') in elk geval volgt, dat (6) een integraal 
is, als slechts een der functies if- de « bevat ; en dit moet het 
geval zijn, als men voor de ^ de eerste leden der integra- 
Jen van (8) kiest. 

Wfl hebben dus gevonden 

Be m^iedige oplossing eener lineaire d^erentiaalvergelykinff 
il/ = i/iPi+ .... +M,p, 
is het sidsd integralen van de gewone gelijktijdige differen- 
tiaalvergfmkingen 

ds dx^ d«, 

~M ~^ —....— —^• 

5. Oplossmgen en integralen van het stelsel gewone 
^erentiadlvergelijkitigen. 

Een stelsel gewone diSerentiaalvei^eiykingen (8) beeft, 
zooals bekend is, n oplossingen, waardoor n der verander- 
leken in de overblijvende en in » standvastigen uitgedrukt 
worden, 
« = 4» (a-,, o, «1, . . . . a,_i), xy = (pi (x,, o, «i, . . . . a,_,), .... 
.... «^1 = (p,_i (x^ o, «1, ... . o,_,). 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



ffiOToit volgen, dooroplossiiigclerstaQdvastigen,deintegralen 

o = tf- («, a^i, . . . . 3-,), «1 = ^^ («, .Tl, .... a-,), ... . 

....0,-l = <p,_l{lI,arj,....3r.). 

Elke andere integraal heeft tot tweede lid een functie van 

^,<Pi, <f'ji-i) «n omgekeerd is elke zoodanige fuactie, aan 

een standvastige gelijkgesteld, een integraal, die een der 
bovenstaande kan vervangen. 

Hiermede komt overeen, dat elke F{^lj,ipj^ '/'»-i)i ftiii 

een standvastige gelijkgesteld, een oplossing van (3') geeft, en 
een der vergelijkingen (1) kan vervangen. 

6. J^iding eener lineaire ^erenUaalvergeUjIeing uit een 
voUedige oplossing in één vergdijldng. 

Uit m, 3 blgkt, dat men, als men (in plaats van de volle- . 
dige oplossing (1)) van de volgende volledige oplossing ui^aat 
6 _ ,/, _ Al -^1 — . . . . — A._, <^«_i = O, . . . (9) 
dezelfde differentiaalvergelgfcing {3') verkrijgt. Hierbg zgn 

J, Al, A,_i nieuwe standvastigen. Nn toch moet men 

(I, Aj, A,_i elimineeren tusscheii 

-,p.=4i:-+Ai4^+....+.,_.^, 

hetgeen weer dezelfde vei^el^king als boven geeft. 
7. Romogene vergdyJeing gonder z. 

Is de vergelijking homogeen in dep en zonder^!, dus Jf = O, 
dan is een der integralen van (8) « ^ o ; de overige verge- 
l^kingen (8) vormen een stelsel zonder g. Be oplossingen 
van (8) worden 

x = a, ïi^cpi, . . . . ;p,_i = (Ji,_i, 
waarb^ in de <p de standvastige a niet meer voorkomt De 
integralen kan men in den vorm 
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a = e, «1 = ipi, . . . . a._i = ;p,_i . . (10) 
verkregen, waarbij ia de ip niet meer voorkomt 

Wg zien dus, dat men de volledige oplossing der homo- 
gene lineaire vergelgking 

■Mij)i+ . . . . +if.p, = . . . . (11) 
vindt, door aan de integralen van 

dxi da^ 

toe te voegen e = a. De volledige oplossing in één vergelg- 
Wng wordt 

6 — 2 — Aj if-i — . . . . — A,_i t^^i = O, 

i lp vr^ van e zijn: 



8. Opmerking. 

Al vormen de integralen van (8) samen de volledige 
oplossing van (S"), toch kan men alleen die integralen van 
(8), welke ss bevatten, als bijzondere oplossingen van (3") be- 
schouwen ; zulke integralen zyn gemakkelijk uit andere af te 
lelden, daar zeker één der integralen e moet bevatten. Bij- 
zonder eenvoudig is dit, als de gegeven vergelgking homo- 
geen is; daar uit (10) onmiddellijk volgt, dat 

« = o, z — i^j = 6j, e — if.,_i = 6,_i 

een stel integralen van (8), dus elk dezer vergelijkingen een 
oplossing van (11) is; zoodat ook 

e = ^i, .... t)=4'^-i 

oplossingen van (11) zullen zjjn; terwyl elke andere oplos- 
sing van den vorm « = /"(ip, ^^ ^h-j) ziJQ zal. 



9. Opmerking. 
Wij hebben gezien, dat de integralen 
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Tan een stelsel ^wone differentiaalTergel^kingen 

de dx, dxm 

-M-=~MÏ 'mT ■ • ■ ^^I 

tereiiB de Tolledige oplossing vormen der lineaire gedeelte- 
l^ke diffeientiaalvergeiyMng 

M=M,p,+ +af.ï>.;. . . . {3') 

d. w. z. dat men grootheden p,, p« kan vinden, die, mits 

aan (3') voldoende, met behulp van (1) de — Zpdx^O 
maken; want uit (8) volgt 

de _ dxj _ dx, _ de —p^dxj — .... — p»dj , 

~ir~~M^ M, ~ M — p^Mj—....— pnM,' 

Evenzoo kan men oit (8) afleiden: 

de _ dx^ _ diT. _ de — Po^dx^ — ....—po,di; _ 

~ir~~Wy m7~ ^ — Vai^i— -~pa.^,~ 

_ dr^ — Piadxs — — Pi.dx, 

Jlf — Pis -ilfi — — J>u -W, ' 

zoodat (1) een oplossing is der gelgkt^dige gedeeltelijke diffe- 
rentiaalvergelijkingen 

M-p^^M,-\-....-\-po.M., M.z^p^^M^ -}-.:.. -\-p,.M,, 

waarin de zoogenaamd onafhankelijke veranderleken ir^,... .x, 

dezelfde zijn ; de aihankelijke veranderlgkea e en j:, verschillen. 

Zoo voorbaande vindt men, dat (1) ook een oplossing is van 

3f = i^s J's + ■••■+ f>o. ■"., -»] =iJ,s -«s + ■■■-+ Pi. ■"-, 

^3 = PSJ -"ï + ■ ■ ■ ■ +Pin Jtf- 

Enz. 

Herleidt men in het eerste geval de volledige oplossing 
tot één vergelijking, dan kan men z als functie van x^^.. ..xn 
heschouwen en p^, — p« als hare gedeeltelgke differentiaal- 
quotiënten. 

Herleidt men in het tweede geval (1) tot twee vei^elykingen, 
dan kan men e en x^ als functies van x^ x^ beschou- 
wen, poj, Po, en Pia, pi, als hunne gedeeltelijke diffe- 

rentiaalquotienten. Enz. 
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Met dien verstande kan men zeggen. 

De volledige oplossing (1) Van (8) vormt tevens de vol- 
ledige oplossing der volgende lineaire stelsels (met verschil- 
lende afbankel^ke veranderlijken in de vergelijkingen van 





^=^.^+.. 


••+*-^ 




.=..^+.. 


■■+*^ 




3r,=i,.i^+.. 


■■^"■^ 




3,= ..^+.. 


••+-^- 




-. = ---lï+- 


■•+-4ï 




U, = M, f'+.. 


■■+*4ï 


1 






dx^' 








\ dx. 




laats 


te stelsel is (8) zel£ 





DiB.1lzedOyGoO<^lc 



TIENDE HOOFDSTUK. 
Integratie der niet-lineaire diffbrentlaalvergelljking. 



1. Hidpstdsd gewone differentiaalvergdijliingen. 

Zooals wij iu I, 6 en II, 1 gezien hebben, komt het vin- 
dOD der volledige integraal eener differentiaalvergelaking 

U{B,x^,....x„p^,....p,) = a,otX,=a, . . (1) 
neer op het vinden der tangenüale transformatie 

de — 'Lpdx= {dZ—-LPdX) ... (2) 

f 

Wij weten verder uit VII, 8 dat de moeilijkheid alleen 
bestaat in het vinden van n + 1 onderling onafhankel^ke 

functies Z, X^^ X,, die voldoen aan 

{Z,Xi] — (i^ [Xi. J*] = 0. (t,i = l,....»} . (3) 
Zoodra men deze gevonden heeft, kent men de volledige 
integraal van (1) 

Z—,i, Xa = flj, . . . . X, = a, . . . . (4) 
(terwijl men de p en de P uit lineaire vergelijkingen vinden 
kan, hoewel dit voor de integratie niet noodig ia). 

Daar ï, gegeven is, vestigen wij in de eerste plaats onze 
aandacht op de volgende onder de rergelgkingen (3) 

[2,Xi] = 0, [X2,X,] = 0, .... [X.,X,] = 0. . (5) 
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Klte integratiemethode begint met bet vinden van functies 
f, die voldoen aan 

[F,X,] = (I; (6) 

onder deze functies moeten zich Z, X^, X- bevinden (tei- 

TT^l Xj klaarblijkei^k een hunner is). 
Schrijven w\j (6) voluit, dan komt er 

/ iF , 5P\ iX >,F (-iX, SX,\ 

of anders rangscbïkkende, zoodat duidelijk bl^kt, dat w^ 
hier met een homogene lineaire gedeeltelijke differentiaalver- 
gel^king te doen hebben, waarby F de functie, e en de x, p 

de onafhankelijke veranderlijken ziJn, en daarom tevens — r — 
door - - - vervangende, 
iX^ dF , , iXj dF ^Z iiX, , iXi\ dF 



( ^-^1 > 



Voor de integratie van deze lineaire vergelijking is, volgens 
IS, 7, slechts die van het stelsel gewone differentiaalver- 
gelijkingen 

ix. dx, dB 



5p, >p. ''■ ip, + ■+!'. ip. 

- -"iPi _ _ —^?- ,0, 

SX, , JX, JX, , JX.' ■ ' ' 

noodig. Zi| if- ^ standv. een der inte^alen, dan 'isF-=.\ii een 
oplossing der vergelflfcing (7), waarb^ \^ een functie van s en 
de a:,p voorstelt (IS, 8). 
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2. Vergelyking tonder z. 

Indien de g^^ven vei^lijkijig (1) e niet bevat, is het 
Tolgens T, 1 voldoende de tangentiale transforniatie 

Zpdx=iiM-\-ZPdX (9) 

te Tinden. Hierroor ia het noodig fancties X (zonder e) te 
vinden, die voldoen aan 

(Xf,Xt) = 0; (i,k = l,....n); . . . (10) 

daarna wordt ^ door een quadratuar bepaald volgens VII, 12, 
en de volledige integraal van (1) wordt 

B — M= o , Xj = «j , X^^a^. 

Hier moet men dus beginnen met het zoeken van fancties 
F, die voldoen aan 

onder deze functies bevinden zich Xj, Zj , , . . . X,. Deze 
lineaire gedeeltelijke differentiaalveigelijking wordt 

JXj_dF iX, dF hX^ dF _i£i_^^o ni) 

èpi dy, '" ap^ dx^ ^j c^j " ia:, dp, 

Toor bare integratie is die van het stelsel gewone difFe-, 
rentiaalvei^el ijkingen 



dxi dx, — dp] — dp, 

i p^ è p, & 3:, i x^ 



(12) 



noodig, welk stelsel ook uit (8) af te leiden, is door ' =: O 
te stellen en het lid — — =^ weg te laten, ali zijnde het 

eenige, waarin e voorkomt (liet men het staan, dan zou dit 
betzelfde geven als de quadratuar, waardoor wjj M moeten 
bepalen). 
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3. Homogene vergdijfdng. 

Is de Tergel^king (1) homogeen (zonder ^, dan mogen wij 
onderstellen, dat z^ bet van den (N" graad is; na is het 

volgens T, 3 wenechel^k ook voor Xj , X, homogene 

functies van den 0^ graad te vinden ; dan zal 

p,(ïa;j + ....+p,da;,=:P,(ïXi-|-....+P,(iX, 
z^n, en de volledige integraal wordt 

£ r= o, Xj ^ Oj , . . . . X,'= o, 
(zoodat het vinden van M door een quadratuur wegvalt). 
Hiertoe kan men (12) aldus schrijven 

da^j _j_ dxt 

ax, aXi ~ 



aX) p._i ^X^ ' 
S aii ' p, è a;, & a:,_i p, d x^ 

deze vergelgkingen zqn één minder in aantal dan de verge- 
l^kingen (8)^ maar er komt ook één veranderlijke minder in 
voor, want alle uitdrukkingen bevatten de p alleen in de 

verhoudingen ■- '- , ^'~' ; men kan dus 

P. P, 

Pi P—i 

" ' P, ' ■ ■ ' ■ p. 

als de 2 n — 1 veranderlijken van dit stelsel aanzien ; de 
integralen zullen dan ook alleen deze grootheden bevatten. 

4. Gelyhtydig stelsel. 

Eveneens komt het integreeren van het gelgktgdig stelsel 
Xj z=ai, . . . . X,.= a. 
neer op het vinden der transformatie 
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P 
waarin m der X g^;eTen zgn. 

Opdat het mogelgk zj) deze tranBformatie te vindeQ, is 
duB noodzakelyk dat de gegeven X Voldoen aan de verg»- 
Iqkingen 

[Xi,J:j = 0; ii,k=l, ....«) 
zoodra een dezer uitdrukkingen niet nul is, zal de inte- 
gratie onmogelgk zgn. Zgn zij allen nul, dan gaat men 

verder met het zoeken van functies ^, X^^j, X^^ die 

voldoen aan 

/! = »+!, ...,«V 



zijn deze functies gevonden, dan is 

de volledige integraal van het g^ven stelsel. 
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ELFDE HOOFDSTUK. 
Methode van Cauchy. 



1. Volledige mt^atie van het Ju^tsielsd gewme 
d^erentiaalvergetijUngen. 

Om de volledige integraal van eea difE'ereDtiaaIvei;gel^kiug 

x,=», (1) 

te vinden, begiat Caucht met de 2 n -j- 1 onderling onaf- 
hankelgke oplossingen te vinden van 

[F, ^J = (2) 

of^ wat op hetzelfde neerkomt, dé 2n-\-l integralen van 
dxi dx, de 



(3) 



-dpj — dp» 

ixi '^^^ ie ix. "^^" ie 

Laten de oplossingen van (3) zjjn 

a=..=/;, e = f, ?. = $„ .... (4) 

waarb^ ft , • - ■ - ft-i tf,^\> $, i functies van x^ ea 2n 

vrillekeurige standvastigen c, , — Cg, z^n. 
De int^ralén van (3) worden 
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waarby de u functies van e en de x, p zjjo. Elke willekeurige 
functie der u, aan een standvastige gelijkgesteld, is ook 
een integraal van (3) en kan een der vergelijkingen (5) ver- 
vangen. Onder deze functies bevinden zich de gezochte 

Xt, X,, Z en ook X, zelf; wq mogen dus aannemen 

dat een der «, stel «»■, Xj voorstelt; dan is c», niet ■meer 
willekeurig, maar de rekenkundige standvastige a, , die in 
(1) voorkomt Er blyven das 2«~1 willekeurige stand- 
vastigen Cj , Cs._i over. 

2. Invoering der integratie-standvastigen als nieutoe 
veranderlijken. 

Caücht bekommert zich nu niet verder om de overige 
voorwaarden 

maar tracht de w zoo te bepalen, dat » der veigelykingen 
(5) met (1), of wat hetzelfde is met Us. = n^ , voldoende zijn 
om de — ^pdx :=.(i te maken; zq zullen dan volgens I, 4 
een volledige integraal van (1) opleveren. 

Daartoe worden u, , usi-i , te zamea met x^i als nieuwe 

veranderleken aangenomen; voert men deze in de — "Lpd* 
in, gebmik makende van (1), dan vindt men een uitdrukking 
van den vorm 

dg~--Zpdx=Vdx,-\-T]-^d«-^-\-...-\-U»n-\du^--i, (6) 

waarbj) F, Dj, U%,-\ functies van a:„Mj, U),_i z^n. 

Daar echter de int^ralen (5) aan (3) voldoen, en daar uit 
de n+1 eerste vergelgkingen {8) volgt de — "Zpdx^^Q, 
blgkt, dat, als men de « standvastig neemt, het eerste lid 
van (6) nul moet worden, dus ook het tweede lid; maar 
hleria is dan Vdx, de eenige overgebleven term, dus 
7 = 0. 

Ër komt dus in bet tweede lid van (6) geen term met 
dxt voor. 
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Daar elke willekeurige functie der u, aan een standvastig 
gel^fcgesteld, een int^raal van (3) ie, zal zij bet eerste lid 
van (6), en daarom ook het tweede, nul maken; hetgeen 
alleen mogel^k is, indien x, alleen in een gemeenschappe- 
lyken factor der ü voorkomt 



3. Bechtslreeksch bew^a der heide voorgaande eigenschappen. 

Men kan de in de vorige § genoemde eigenschappen vol- 
lediger aldus bewgzen. 

1". Men heeft, jB, a:,, a!,„i, pj, — p, als fanctiea van 

3:.,Ui, US.-1 beschouwende, 

de •="-! ^Xi 

''=^-\. '"^-ï' <" 

Hierin de waarden der differentiaalquotieiitea oit (3) Bub- 
stitueerende, vindt men 

2". Vervolgens is 

M^-^-i'-'p-^ (9) 

OM isl dl* 

Hieruit —i — berekenende 

> dXM 

dU _ (Pg 

dx* dx^du 1=1 V ' dx 



tPxi d / dxi\ dpi_ dxj 

dx,du du \ dx,J du dx, ' 
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da:, dx,du du i=i "' da;, ' 
. ^~'~Y dpi dxi dpi dxj ' 



xi dpi dxj \ 

X, dx, du / 



d / ds '="~' dxi \ , 

' = "-' / dffi _d^ _^ _dpi dxi \ 

''' i=i V du dx. dar," du )-' 

Daar meo nu, bl^kens (7) en (8) heeft 
de '-'-^ dxi 



dü _ dp^ '-■"' (J:P^ da^i djii daii \ 

dx, du i=i \ d» da;, d«, dw /' 

Nu de waarden substitueeiende der difFèrentiaalqaotienteQ, 
uit (3) verkregen, 

dV _ dp. , 1 ^=''-'( dp. aXi dar, / ^ X, ^ X, >y { _ 

daT d« aXi i=i 1 d« ipi "*■ dM '^ hxi ■^^' ^z ^1" 

dp, 
_ dp» , 1 '='-Y^-^i da;; aXi dpi\ 

~ dü è^^si \ i X. 'dü' "^ T^ "diT/ "^ 



dp. 

Maar teveas beeft men 

'-' / aXi dxi aXi dpi \ aX, dp, ^JCi dg _dXi 
\^xi du^ hp, du r -ip, d« "^ J« dtt ~d« ' 

omdat Xj^aj en wel identiek, als men in X-^e en de a;,p 
door hunne waarden in x, en de u vervangen denkt; daar 
Xi = Oj zelf een der integralen van (2) is. Dus zal 

DiB.1izedOyGoO<^lc 



■ V J«, da ip, du J • ip, . 


iu il d 


zijn. Hierdoor wordt 




! X, S X, 




dü »» it , il ^i=, 
dx. - iX, du ^ iX, 1" 




ip. ip. 




ix, 




_ il f d, ,»._, 

- iX, [du ^<'' *" 




^P. 




En döB volgens (9) 




S2, 




d!c i X, 






T^ 




Schrijven wy de verkregen vergelgking 


sldns 


dU 




n -* 




waarb^ h geschreven wordt voor — ^ 


*-^i j 
: -7 — i-, dan volgt 


door integratie 




/tdx, 
V=Ce , 


(10) 



waarin C een fiinctie der «, doch zonder x„ voorstelt.' 

Wij kunnen de onderste grena der integraal zoo kiezen, 
dat deze voor een bepaalde waarde y van x, nul wordt ; dan 

wordt e y =1 voor Xn =. y. Men heeft dan 

d* — 2i)d» = iV"(Cid«,+ .... +ft._idMs,_i), . (11) 

/""id 
waarin Jf=:e y " = 1 wordt voor x,=:y. 
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4. invoeren der aanoankdijlce waarden. 

Het eigenaanlige van Cauch¥'8 methode bestaat na hierin, 
dat h^ TDor de standvastigen C de waarden kiest, die 

Xy, x„i, «ji^i, ■ ■■ 'P<-i aanneinei], als men aan x, een 

bepaalde (doch willekeurige) waarde y geeft; laten w^ deze 

waarden, die men willekeorig kiezen kan, x\fi , ip.-i,0i 

ta,p\fi,.. ..pn^ifi noemen. (De waarde Pi,.e, die p, Toora;, :=/ 
aanneemt, kan men uit (1) vinden). 

Hierdoor worden de integralen van (3), behalve (1) 

«i = a;i/», .... tt._i =x,-ifi, «. = «6, 
Mji-(-l ^ JIlo, .... t*J»-l=P.-l^ 

Daar het eerste lid van (11) in het tweede overgaat door 
substitutie der waarden van g en de x,j), nitgedrukt in 

X.,X\fi, . ■ ■ - XH~\fi,B,Pl,0, Pm-lfl, 

of wat hetzelfde is in x,, «„ «la-i ■, zal, indien w^ eerst 

in beide leden x,T=y substitueeren, waardoor (11) overgaat in 
de — p^ dar, — ... . — ^,_j dx,_i = C-i d»i +....+ Cu-\ (ï«a.-i , 
nu het eerste lid in het tweede ovei^aan door een eenvou- 
diger substitutie, die men uit de vorige verkrijgt door overal 
XM=iyts nemen ; maar daar iu dit geval :ri, .... ^.-i, e, p, , ....Pm-\ 

niet vaniri_o, a;,_i,o,ieo,pi,o, j),_i,o verschillen, zoo wordt 

deze substitutie 

*i = M,, — x^-i = «,_!, e=u., Pi =«,^1, J>,_1 = Ifu-l. 

Dan moet identiek 
dw, — u,^\diti — .... — its.-i du^-i = Cl (&*! +— + Ci._i duu-i 
zyn, waaruit door vergel^king der coëfficiënten volgt 
Ci = — «,^i^...C.-.i = — Mta-i, C,= l, C+i=0,....ft,_i=0. 

Hierdoor verandert (11) in 
de — l^pdx^N{dua — u^+idu^ — .... — u$t-jd%,~\); (12) 
waaruit volgt, dat het eerste lid van (11) nul wordt door 
middel van 
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«„ ^ standT., «1 = standT., u._] ^ staiidT. ; 

zoodat deze vergelijkingen de Tolledige integraal van (1) 
opleveren; maar, daar destandTa9tigenfSoi^j,D, — a^s-i.ovbor- 
steilen, kunaen wij biervoor schrgven 

H,=:% U^=iXi,o,.:..U,-i=X,_ifl. . . (13) 

5. Th&)rema. 

W^ hebben das voor de integratie eener gedeeltel^ke 
differentiaalvergel^king het volgende theorema. 

Indien men het hulpstelsel gewone differentiaalvergel^kia- 
gen volledig integreert (opmerkende dat de gegeven verge- 
l^kjng een der integralen is), en indien men vervolgens als 
standvastigen der integratie invoert de zoogenaamde aanvan- 
kel^ke waarden 

xyy, ï,_],o, *b, Pi,», . - . - p.-i,fl van iTi, a!,_i, s,Pi^ .... p,_i 

d. w. z. de willekeurige waardeoj die deze veranderlgken 
aannemen voor eene bepaalde waarde y van x^; dan vor- 
men die integralen van het hulpstelsel, wier tweede leden 
xifl, xt-ifl, Sa bevatten, een volledige integraal der gege- 
ven differentiaalvergelyking. 

6. Kortere afleiding van het htUpstdsd gewone 
di/ferentiaalvergeliikingen. 

Was ons doel alleen . geweest de methode van Caucht 
uiteen te zetten, zonder op haar verband met andere metho- 
den te letten ; dan hadden w^ langs korteren w^ het stelsel 
gewone differentiaalvergelijkingen (3) kunnen vinden. Wij 
hebben toch in Vn. 9 de formulen gevonden (« = 1, «) 

in het eerste lid wordt Xj als fanctle van « en de^.^i beschouwd ; 
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in het tweede lid beschou-wt men e en de x^p als func- 
ties van Z en de -Ï,P; daar nu in de tweede leden 
dezer vergel^kingen alleen gedeeltelijke differenüaalquotienten 
naar Pj Toorkomen, kanoen wij de overige groetbeden 

Z, X„ X„ Pg, P, als standvastig bescboUwen ; de 

vergelijkingen vormen dan een stelsel gewone differentiaal- 
vergel^kingen, die wg aldus kunnen schrijven 

darj _ dxn de 

"yxT ~Txr~~ 'ïlci~ 

L L 2n i, 

^Pl ip» ip 

^ -^^^ = .. = -dj.. ^ -^fi .n4) 

iA , IA IAj. Ml '' 

èiTi "'"''' è£ da;, "^^" d« 

welke vei^lijMngen, indien w^ het laatste lid, dat voor ons 
doel overbodig is, weglaten, volkomen met (3) overeenstem- 
men. De verdere redeneering is als boven. 

Deze afleiding der methode van Cattcht heeft het voordeel, 
dat zij de integratie van een gedeeltelijke differentiaalverge- 
lijking onmiddellgk tot die van een stelsel gewone differen- 
tiaalvergel^kingen terugbrengt, zonder gebruik te maken van 
de integratie der Uneaiie gedeeltel^ke differeotiaalvergelijkiQ- 
gen; de integratie van deze is dus ook in de methode van 
Caucbt begrepen. Zij toch 

M—M,pi-^ .... -l-Jlf,iJ, 
de gegeven lineaire vergel^king; deze voert tot het stelsel 
gewone differentiaalvergelgkingen 

dxi dxt de 

~M^ rST^^M^ ' 

waarbij wij de overige vergelijkingen niet opschrijven; want 
de genoemde bevatten de p niet meer, en vormen dus een 
op zich zelf integreerbaar stelsel, uit welks integralen de 
p reeds geëlimineerd zijn. 

7. OpmerUng. 

Heeft men eenmaal, volgens de methode van Cauchy, de 
grootheden Uj, Wï,_i gevonden, zoodanig dat 
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dg — 'S.pdx=:N(dum—Ut + \dUY — .... — M3«_l(ï«._i), (12) 

m. a. w. heeft men een volledige integraal van (1) gevonden ; 
dan is het gemakkel^k daaruit de overeenkomstige tangen- ' 
tiale tranefonnatie af te leiden. In (12) komt «i voor in 
j>., M„ , , . . Mft,_i ; deze vergelgting is identiek, wat ook a^ 
is; vervangt men dus a^ door X], dan blgft zg identiek 
en wordt 

d£—'Zpd;e=}j}[dvh, — t^+i (Ïmï — .... — ui,-\dul-i—PidX^ (15) 
(waarbij Py geschreven is voor 

htt „ & Ml y S «i-i 

Tx, -"^'JT,- ■ ■ ■ ■ -'"-TTT' 

terw^l de "bij de » aandnideD, dat a^ door X, moet ver- 
vangen worden). 
De vergelijking (15) is de gezochte tangentiale transformatie. 

Byzonder geval: 
In het byzondere geval, dat e niet in X^ voorkomt, en 
dat Xj naar p„ opgelost wordt, 

p, — <p^ = O, 
vindt men zulk een tangentiale transtormatie nog langs 
anderen w^. De methode van Cauchy levert 

de — Pi d a:, — .... — p,_i d a:,_i — (p^dx^^ 
=-dth — «,+1 (ï «1 — .... — ttu-i d M,_i ; 
aan weerszgde — (p» — $,) d x^ optellende, 

de — pidi»! — — p, da;, = d«. — «.+i d«,— 

~U3,-idu,-i — {p, — cp.)d3h, . . ■ (16) 
Dit is reeds een tangentiale transformatie (waarbij wij 
kannen opmerken dat p, alleen in p« — iJ), voorkomt) ; daaruit 
vindt men de transformatie in den gebruikel^ken vorm 
ds — Pidx^ — — p^drK=- 

= d(u,—xJpM—!pS)-^+i d«i - . . ■ .-«3.-1 d«,-i-|-a:^iï.-<p.)- 
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TWAALFDE HOOFDSTUK. 
Methode van Jacobi. 



1. JJgemeene vergaring. 
Om de rei^elijkiiig 

x,=», (1) 

te integreeren, is het Tolgens X. 1 voldoende Aucties 
Z, Xj, — X, te vinden, die voldoen aan de volgende ver- 
gel^kingen 
[Xs, Xj] = O, 

[X„X,] = Q,[X,,X,] = 0, 

[X,, X,] = O, [X„ XJ = o, [X„ xj = o, . ^^^ 

\^) 

(X., X,] = o, [X., Xj] = o, . . . . [X^-,] =: o, 

[Z, Xj] = 0, [Z, Xa] = 0,....[2;X,_i] — o, [Z^.]~0. 

De eerste vergelijkiDg bepaalt X^, de volgende ry Xg, 
enz. ; totdat eindel^k de laatste r^ vergel^kingen Z bepaalt 
Al deze vergelgtingen zijn homogene lineaire gedeeltelqke 
differentiaalvergelijkingen, die wij ook aldus kunnen schr^veo. 

[*',-ïJ = o, W 

[f,X,] = 0, [f,Xd = 0, (^J 

IF,XJ = 0,[F,XJ=0,[F,X>] = 0, {A,) 

[i^.xjiso, [r,x,]=o,....[-F,x._,]=o, (A-i) 

[Ji-,X,] = 0, [F,X,J = 0,....[F,X._J = 0, IF,X.]=0. (A) 
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Elk stelsel (Ai) yerschilt van het vooi^aande slechte door 
toeTo^ng van één vergel^king, [F, Xi] = 0. 

Men b€^t met een oplossing ^ ^ iji {if, a:„ .... x^jPi, .... p.) van 
(A^) te zoeken, TerscbiUend van de Tooruit bekende oplossing 
F=Xi] dan neemt men <p ala Xg aan; nu kan men bet 
stelsel (^3) opschrgTen, daar Zg gevonden is. Dan tracht men 
een oplossing ^ = ^ te vinden, die aan beide vergelgkingen 
van dit stelsel voldoet, en die verschilt van de beide bekende 
oplossingen -F=X„ F^X^\ ^ neemt men als Xg aan. 

Tervolgens gaat men tot het stelsel '{A^) over ; zoekt daar- 
van een oplossing -F^Xi verschillend van de drie bekende, 
J'=Xi, F=Xa, J''=Xg; X neemt men als X4 aan. 

Op die wyze gaat men voort; eindel^k wordt Z door het 
stelsel {A^,) gevonden. 

2. Vergd^kmg gonder z. 

Eenvoudig is deze methode alleen, als (1) g niet expliciet 

bevat; dan toch is het voldoende (X. 2) functies X„ A', 

(zonder g) te vinden, die voldoen aan 

{X„X,)=:0, (X„X^ = 0, 

(1 w 

(X., Xi) = o, (X., Xj) = o, . . . . (X„ X,_i) = o, I 
waartoe de integratie der volgende stelsels vereischt wordt 

(F,Xi) = 0, {B,) 

{F, X,) = O, (F, Xj) — O, (flj) 

(J',x,)=o, (j;Xg) = o, . . . . (J',x,_i) = o. . . .{B._i) 

3. Integratie van (B)) en (B^). 

Men begint dus een van J^— Xj verschillende oplossing 

F= £p (xj, »« Pi, p.) der vergelgking (B,) te vinden, 

of, wat hetzelfde is (IX. 7), een integraal, <J)^standv., van 
het stelsel gewone differentiaalvergelflkingen 
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<p neemt men voor Xj. 

Nu overgaande tot het stelsel (B^, dat van (5,) slechts 
door toevoeging van de tweede vergelgking verschilt, zoekt 
men eerst een oplosBing F=b der eerste vei^lgfcing, ver- 
schillende van F=Xi en F=Xi; m. a. w. men zoekt 
een nieuwe oplossing van (Bi), dus een nieuwe int^raal 
van (4). Nu onderzoekt men, of F~^ ook een oplossing is 
der tweede vergelqking {B^); dus men gaat na, of (&, Xj) =0 
is. Zoo ja, dan is F=:d de gezochte oplossing van het 
geheele stelsel (Ba), en wq nemen Sr als Xg aan. 

Wordt echter (9-, Xj) niet nul ; mpar weer een functie der 
x,p, die w^ &i noemen, 

dan heeft ^=&] de eigenschap een nieuwe oplossing van 
{B{), dus van de eerste vergelyting {B^), te zgn, zooals wy 
aanstonds bewqzen zullen. Nu onderzoekt men, of F^^èj 
aan de tweede vergelykiug (B^) voldoet; zoo ja, dan is ^^ de 
gezochte X^; zoo niet, Iaat dan (9j,Xj)=3'3 z^n, eni^^dj 
zal een nieuwe oplossing van (S,) zijn. Enz. 

4. Tkeoretna van Poisson — Jacobi. 

Nu moeten w^ in de eerste plaats bewgzen, dat, als w^ 
de volgende functies vormen 

{&, X,)= &„ (9„ XJ = %, (&„ J,) = a„ . . . . , 
alle uitdrukkingen 

J = S„ ^=9., F=\.... 
oplossingen van {3j) z^n; dus dat 

{9„ Xi) = O, (&a, X,) = O, (&„ Xi) = O, . . . . , 
Daar (a,X3)=:&i is, zal 
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{^1, ^i) = ( (*> ^2), -STi ) = - ( X„ {&, X,) ) = 

z^D, volgens vnL 4; maar omdat F^=X^ ea F:=^ beide 
oplossingen van (fj) zjjn, is 

en (Xi,&) = — {&,Xi) = 0; 

dns zal (9i,Xi) = 

zgn. Evenzoo voor de overige &. 

Elke uitdrntking i^ = ƒ (X„ Zj, &, &i, . . . .), waarbq ƒ een 
willekeurige functie is, zal ook een oplosaing van (S,) zgn, 
omdat ƒ= standv. een integraal van (4) is, zie IX. 5 en 7. 

5. Bewjijs, dat men een 9 mo^ vinden, die een functie 
der voorgaande is. 

Bij het berekenen der functies b, moet men, indien men 
niet tot een b komt, die nnl is (zoodat de voorgaande 3* de 
gezochte X, is), tot een 3 komen, die een functie der 
voorgaande is; (want het aantal onderling onafhankelgke 
oplossingen van (^,) kan niet grooter dan 3 n — 1 zgn). 
Zoodra men zulk een d gevonden heeft, kan men de bewer- 
king, die verdere $■ doet vinden, staken; omdat zy allen 
functies van de voorgaande 9' en van X„ X^ zullen zjjn. 
Zg toch 

9, = e(Zi,X„9,&i,....Vi), 
dan is (zie Vin, 1) 

9i+i = (&,X,) = (e,X,)==^(X„XJ+^(X„X,) + 
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i,X,) = 



btgkbaar een functie van X^, X,, 9, 9], .... 9i_i, daar 9> = e dat is. 
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6. Boe men een oj^ossmg Ser laatste vergeUfking (B,) 
vindt. 

Zg DU &j_i de laatste 3^, die geen functie der voorgaande 
is, dan tracht men een zoodanige fonctie 

/■(x„x.,a,....s,_,) 

te bepalen, dat F^=f een oplossing van {F, Xj) = O is, dus dat 

ot 

^.^+^.-.^+- + »'.-|^ = «- ■ (^' 

is ; dit is een lineüre homogene gedeeltelijke diSerentiaal- 
vergelgking in ƒ met t onafhankelqke veranderleken &, &j,.~3i_i ; 
wanneer men hiervan één oplossing ƒ=!]) (&,di.„.^i_i) kent;, 
dan is $ de gezochte Xj. 

7, Integratie der verdere stelsels, 

^s gevonden z^nde, kan men tot de integratie van {Sg) 
ovei^aan. Het is duidelyk, hoe men daarbg te werk gaat. 
{Bg) verschilt van {B,), doordat aan dit stelsel één vergelq- 
klDg toegevo^ is. Wy gaan das een nieuwe oplossing van 
(B^) zoeken, verschillend van de reeds bekende, J^=X„ 
F:=X3, F=Xg. Deze oplossing F=i^ gevonden zynde, 
onderzoekt men, of zg ook een oplossing der laatste vei^e- 
l^king van (Bg) is; zoo ja, dan neemt men & als X^ aan; 
zoo nie^ dan vormt men de reeks 

(»,X,) = a„ (S„X,) = J„ enz, 

zoolang totdat men aan een 3 komt, dio nul is (de voor- 
gaande & is dan Xj, of tot een &, die een functie der voor- 
gaande is; dan gaat men verder als in § 7. 
Zoo ook met de verdere stelsels. 
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8. Optnerünff. 

Het kaD b^ het in § 6 behandelde gebearen, dat een der 
d gel^k aan een van nul T^ischillende etandvastige wordt, 
dus 3^i = m; dan woTden alle Tolgende b nulj maar zoekt 

men nu een zoodanige functie ƒ (Xj, ïj, &, ^i, ^i-i)» dat 

F = feea oplossing van {F,Xg).=.(i ia, dus dat 

is; dan wordt de integratie Tan deze vergelgking verkregen 
door die van het hulpstelsel gewone differentiaalvergelijkingen 

^1 3-i-i ~ m ' 



waarvan de laatste vergelijki 
graal levert de ééne op]< 
geljjkiog in f, die men noodi 



ng integreerbaar is; deze inte- 
ng der lineaire difFerentiaalver- 
ig heeft. 



Alleen voor i=2 zou men tot een andere oplossing van 
het vorige stelsel (fj) moeten oveigaan. 

9. Ongunstigste geval der methode van Jacobi. 

Om een oplossing der laatste vergel^king {B3) te vinden, 
moet men volgens § 6 een oplossing zoeken van een Uneaire 
vergel^'king (5) met 1 onafhankelijke veranderleken, of een 
integraal van een hulpstelsel van i — 1 gewone differen- 
tiaalvergelijkingen. 

De grootste waarde, die i verkregen kan, is 2» — 3 ; 
omdat het aantal onafhankel^ke oplossingen van {B{), of 
int^ralen van (4), niet meer dan 2 n — 1 kan zijn, waar- 
onder twee van voren af aan bekende. Dit geval, zoo ongun- 
stig mogelgk voor de toepassing der methode van Jacobi, is 
echter het meest gewenscbte ; omdat men dan alle integralen . 
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van (4) kent en dus, door toepassing der methode van 
Cauchy, onmiddell^k de volledige integraal van (1) vindt 

Hetzelfde kan men opmerken bij de int^^tie der vol- 
gende stelsels (Bs), enz. Telkens als het ongunstigste geval 
voor de methode van Jacobi intreedt, voert die van Caochy 
onmiddellgk tot het doeL 
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DERTIENDE HOOFDSTUK. 
Gelijktijdige stelsels. 



1. ToBxaig stdsd. 

W(j hebben ia X, 4 gezien, dat de integratie van een 
stelsel gedeeltelijke differentiaalvet^lijkingen 

Xi=<ïi,....X. = a, (1) 

alleen mogelgk is, als aan de volgende voorwaarden vol- 
daan wordt 

[X„X,] = (i,i = l,. ...«). ... (2) 

Wg zullen bewgzen, dat deze voorwaarden voldoende zgn 
voor de integreerbaarheid van het stelsel, als er identiek 
aan voldaan wordt Zulk een stelsel beet volledig. 

Werd aan de voorwaarden (2) niet identiek, maar door 
middel van (1) voldaan (hetgeen alleen mogelgk is, als men 
de a als rekenkundige, niet als willekeurige, standvastigen 
beschouwt), dan zjjn deze voorwaarden in 't algemeen niet 



2. VÓSe^ Jumogeen lineair stelsd. 

Toor wg tot het algemeen bew^a overgaan, moeten wg 
eerst aantoonen, dat een volledig homogeen lineair stelsel 
een volledige oplossing beeft. Zij dit stelsel 
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.... (3) 

oh9i+ ■■ ■ + «"?. = 0; ) 

of, als wj slechts volledige oplossingen in één vei^l^king 

bescboowen, en dns de q als gedeeltel^ke differenüaalquo- 

df 
tienten -~- opvatten, 

^.'^«.,^ + ....+...^=0,) 






(3') 



(waarbg de a functies van de p zgn). Deze vei^iykingen vol- 
doen DD identiek aan de voorwaarden (2), die hier volgens 
Vm, 3 den vorm aannemen 

AiAi — AiJi — (4) 

De laatste vergel^king {3') heeft een volledige oplossing (IX, 7) 

b — f — ;*i «1 — — fim-\ «1.-1 ^ O ; 

de M (functies van de y) kent men, zoodra men n — 1 onaf- 
hankelgke oplossingen van (3') weet, 

/'=«i, ƒ=«_!. 

Wq nemen «,, — Ua_i, te zamen met y», als nieuwe ver- 
anderleken aan, in plaats van y^, y,, (waarbg wg de 

geoorloofde onderstelling maken, dat y, niet zelf een der u 
is; omdat er ten minste één onder de vei^lgkingen (3*) 
moet zgn, waarvan f:=y, geen oplossing is; daar anders 
in al die vergelijMogen de laatste term zou ontbreken). 

Kn door een tangentiale transformatie (UI, 5) de nieawe 
veranderleken invoerende, wordt (3*) 



^■^-'■»^i',+ -+''-w, +»■'ƒ,'; »■ 




B,-ifei,-i..-|^+-+»-i.-.^+i^v-^=0, 


(6) 
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waarbg 

d«* , dut , , dut . 

dy, , , dy, . . \i=\,....r / 

Hieruit bl^kt, dat alle termen der laatste vergel^ldiig (5) 
nal zgn, behalve de laatste; want 

6r.i = ^ «1, . . . . hrj,-l = A «.-1, 

welke alle O zgn, omdat f=u^, /'=:i«._i oplossingen 

zgii van de laatste vergelgking (3'); eindelyk wordt 
6,^ = A'y' = Or^- 
Tolgene "Vlli, 2 voldoen de vei^lykingen (5) identiek 
aan de voorwaarden, waarin de vei^ykingen (1) ovei^aan, 
als men er de nieuwe veranderleken in invoert, dos aan 

BtBt ~BiBi = (6) 

Passen vrq (6) toe op de laatste vergelgking (5) en een 
der overige, na opgemerkt te hebben, dat (6) den vorm kan 
aannemen (Viii, 3) 

(B>h,,-B,h,)-^ + .... + {B.h^i-B,h,-y)^ + 

+ (Bi h.. — Bk M -U- — O ; 

dan komt er, r voor h nemend^ 

dhidf dbi 



"'■*' dy. d«, ■■•■ "'•" dy, du^i^ 

Hieraan moet identiek voldaan worden; dus moeten alle 
coëfficiënten der differentiaalquotienten van ƒ nul zyn; dit 
geeft (daar a,^ niet nul is) 

4»iL = 0,....i^=0;. . . . (6') 
dy. dy, ' 

waaruit bl^t, dat alle coëfficiënten in de vei^ljking Bi f 
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vrij Tan y» zijn, (voor alle waarden ran * van 1 tot r ^ 1), 
behalve de laatste h^. 
Het stelad (5) wordt dus 

waarbij !f' alleen nog voorkomt in 6i.„ ft^i... 

Elimineeren w^ nu, door middel der laatete vergel^Mng, 

- -ï — uit de voorbaande: dan komt er 

<''f^'"- "li + ■■■■ + ""-'^^="'1 

c^. fS fc-u -#^ + .... + »,-.,.-.#- = o, 

in welk stelsel y. niet meer voorkomt 

Yan dit stelsel zullen wg bewezen, dat het nog volledig 
is, en dus identiek voldoet aan 

C,Ci-Cta = 0; ...... (8) 

dus dat identiek 

{Ci hn - Cl 6.1 ) -^ +....+ {G &i,_, -C, 6,,,_,)-^= O 

is, m. a. w. dat alle coëfficiënten nul zijn, dus dat 

Dit bewast men aldus. Daar 



o 



is, volgt uit 
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s,V- 


-a5u= 


:0 


Oii.j 


'-ab,,,+h. 


' .ij. 


5... 


volgens 


(6') is 








4^=»-. 


dhj 


■ = 



- =0; 
dos 

Zoodra men van (7) een volledige oplossing, dus met 
« — r + 1 standvastigen, gevonden heeft, waarin y, niet voor- 
komt, is dit oot een oplossing van het stelsel (5'), dat stelkun- 
dig gel^kwaardig is met (7), wanneer men aan laatstgenoemd 

stelsel nog -5 — := O toevoegt, waaraan de gevonden vol- 
ledige oplossing (zonder y.) ook voldoet. Dan zal de gevon- 
den oplossing, na de m door de y vervangen te hebben, ook 
een oplossing zijn van het stelsel (3'], dat door een tangen- 
tiale transformatie uit (5) afleid wordt ; daar in deze oplos- 
sing » — r-\-\ standvasten voorkomen, is het een volledige 
oplossing van het stelsel (3'), dat uit r vergelijkingen bestaat 
en waarin » onafhankel^ke .veranderlijken voorkomen. 

Hierdoor is dus de vraag, een volledige oplossing te vinden 
van een stelsel van r vergelijkingen met « onafhankelijke 
veranderleken, teruggebracht tot dezelfde vraag voor een 
stelsel van r — l vergelgkingen met m — 1 veranderleken ; 
deze wordt eveneens teruggebracht tot die voor een stelsel 
van r — 2 vergelijkingen met n — 2 veranderlyken, en zoo 
voortgaande tot het vinden der volledige oplossing van één 
vei^lijking met n — r -^- 1 onafhankelgke veranderlijken ; 
deze beeft een volledige oplossing; dus heeft ook elk vol- 
ledig homogeen lineair stelsel een volledige oplossing. 

3. ^dsds van Clebsch. 

Een homogeen lineair stelsel (3'], waarbq niet identiek 
aan de voorwaarden (4) voldaan wordt, maar waarby de 
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eerste ledea van (4) lineaire fancüee der eerste leden van 
{ü') zgn, en dus door middel van (3') nnl worden, heet een 
stelsel van Clebsch; wij zullen bewijzen, dat het een vol- 
ledige oplossing' heeft 

Indien men de rergelgkingen (3') verrangt door r andere 
onderling onafhankel^ke vei^el^kingen van den yorm 
B,f=M.\A-i- ■ ■ ■ • + Ai.,A=0, 



Br f=K.jAi-i- . . . . -\-f^^Ar~ o, 
waarb^ de ^ functies van de y voorstellen, zullen ook de uit- 
drukkingen Bi Bf — Bt Bi lineaire functiea der A z^n (zooals 
bg uitwerking onmiddeügk bl^kt),'dus ook van de B. 

Denkt men zich nu in 't bgzonder uit (3') een stelsel van 
r vergelgkingen afgeleid, die volgens r der differentiaalquo- 
tienten opgelost z\jn, 

df df df _ , 

dn ■ *r+l dt/. 'I 



m 



c,^=^_.„„-lL_...._„„.^=„A 

dyr (^r+i dy. i 

dan geldt voor de C hetgeen boven van de S gezegd is 
(want de C zgn lineaire functies der A), zoodat alle uit- 
drukkingen Cj G], — Ct C, lineaire functies der A, dus der 
O, zgn 

Oi a — a G = i», Cl + . . . . -f ^, C, ; 
maar in bet eerste lid komt geen der differeutiaalquotienten 

^f <*/■ J J 1. ■ u ^ 

-—— — - — meer voor: deze mos-en dan ook m het 

dji dy. ^ 

tweede lid niet voorkomen; dus moeten alle i* nul zgn, 

zoodat 

C. G — C, G = O 

wordt en wel identiek; daaruit blgkt dat (9) een volledig 

stelsel is, dus een volledige oplossing heeft; dus heeft ook 

hot stelsel (3'), dat slechts stelkundig van (9) verschilt, een 

volledige oplossing. 
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4. Stdsds van Jacobi. 

Nu knnQen w^ bewyzen, dat de homogene lineaire stelsels, 
waartee de metbode van Jacobi voert, volledige stelsels z^n. 

Het eerste stelsel wordt (XII, 2) 

{F, Xi) = O, (F, Xg) = O ; 
terwgl (Xi, Xa) = 0. 

Hiervoor schryven wy 



i \ ^Pi dxi & j-j dpi J 

dF - 
dPi ■> 



i J>'= (f, x.) = ï (ii -iï- - 4^ 4^- ) = 0. 

i \ hpi dxi ixi 



Dit zal een volledig stelsel zijn. Want 
: AB-BA^(B,X,)-(A,X,)=((F,Xi),X,^ -({F,X,),X,y 
Maar volgens VHI, 4 is 

(x,{z.,fl)+(jr„(y,z,)) + (f,(Z„x,)) = o, '- 

°' ((^,ZJ,X,) - ((F,X,),X,) = (#,(X„Xj)=0, 
omdat (Xj, X^) = O is ; dus 

AB~BA = 0. 
Evenzoo bewast men het voor de volgende stelsels. 

5. Stelsels van Jacobi. Algemeen geval. 

Ook de lineaire homogene stelsels, waartee de methode 
van Jacobi in het algemeen geval voert (XII, 1), zqa inte- 
greerbaar; het zijn echter geen volledige stelsels, maar stel- 
sels van Clebsch, 

Het eerste stelsel wordt 

[F,Xil = 0, [/',Xj] = 0, 
waarbij [X,, Xj] = 0. 
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Schrgven wij nu 

BF — [F,X,] = 

dan zal 

^-B^ = [B^J-[AX,]= [(J'A),^,] - [[F,x,]a] 

zijn; maar volgens vm, 5 is 

[x„[F,x,j] + [j'JX.X,]] + [x.,[X„?j] = 

waaruit, omdat [X^, Xg] = O ia, 

[[J,XJX,]-[[^,XJ,X,]=^KXJ.-iS.[^,X,]; 

zoodat 

AB-BA = -^AF+^BF 

wordt, dus een lineaire functie vaa ^ ^ en B F. Hiermede 
is bewezen, dat het eerste stelsel een stelsel van ÜLEBSCHis, 
en dus integreerbaar. Eveneens voor de volgende stelsels. 

6. Elh voUedig atdad heeft een volledige integraal. 

Uit het voorgaande blgkt, dat de stelsels, waartoe de 
methode van Jacobi voert, integreerbaar zgn; dus dat men 

bij eenige gegeven functies Xj, X>, mits voldoende aan 

de voorwaarden 

[X,Xi]=0, {i,i=l,...,m) 
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andere ftmcties Xm+i, -^i, Z kaa viDden, zoodanig dat 

voldaan wordt aan 

[Xi,X,] = 0, [Xi,2] = 0, {i,l = l,....n} 

m. a. w. dat een volledig stelsel een volledige integraal beeft. 
Ia 't bgzonder heeft ook elke gedeeltel^ke difierentiaal- 
vergelgking een volledige integraal j dit laatste volgt ook uit 
de metbode van Cadcht. 
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VEERTIENDE HOOFDSTUK. 
Methode van Jacobi voor gelIJMiJdlge steleels. 



1, Me&tode van Jacobi voor een stelsel. 

üit het voorgaande blijkt, hoe men de methode van Jacobi 
evenzeer op een volledig stelsel kan toepassen, als op een 
enkele vergelgking, en zelfs nog gemakkelijker; daar men 
bg een stelsel van k vei^ligkingen, 

X, = o„ X,= a, (1) 

nog slechts n — k-\-l functies Xt-i-], X^^Z behoeft te 

vinden, en men dus hier onmiddellqk zoover gevorderd is, 
als na de integratie van het {k — l)'ie lineaire stelsel, als er 
één vergelijking Xj = o^ gegeven is. 

Tevens blijkt, boe men de methode van Jacobi ook aldus 
kan voorstellen. 

Bg de k vergelijkingen van een volledig stelsel zoeke men 
een andere vei^gelgking, zoodanig dat, als men ze toevoegt 
aan bet gegeven stelsel, er een nieuw volledig stelsel, nu 
van h-\-l veigel^kingen, ontstaat. Evenzoo verandert men 
het gevonden stelsel van i -j" 1 vergelgkingen in een nieuw 
volledig stelsel van i + 2 vergelijkingen, enz., totdat men 
een stelsel van » -|- 1 vergelijkingen gevonden heeft, waar- 
van de eerste k vergelijkingen het gegeven stelsel, de laatste 
n -j- 1 — k de Tolledige integraal vormen. 
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2. Herieiding van een nief-vóUedig stelsel tot een 
normeudvorm. 

la een gegeven stelsel niet volledig, dan moet men onder* 
zoeken, of het al dan niet integreerbaar is. Wy bepalen ons 
hierbg tot het belangrgkste geval, waarby e niet expliciet 
in de vergelykingen voorkomt. 

Zg g^even het st«lsel (i); dan kunnen wij twee gevallen 
onderscheiden. 

1<^. Het ia mogelgk k der p nit (1) op te lossen ; in dit 
geval herleidt men (1) tot een stelsel van den volgenden vorm 

Pi-'Pi = % pi~(pi=.0, . . . (2) 

waarbg de ^ foncties van pt+i, p., x, x^ zijn. 

2°. Het is niet mogelijk uit (1) k der jt» op te lossen 
(omdat er eenige vergelijkingen zonder p uit af te leiden 
zyn) ; in dat geval is het, indien het stelsel integreerbaar is, 
mogelijk (zie het bewp in § 3) er eenige p ea x met ver- 
schillende aanwgzers uit op te lossen ; zoodat men een 
stelsel vergel^klngen verkrflgt van den vorm 

'i-'^i^O, ^,-«^, = 0, 1 

PH-i-<Ph-i-0, Pi — <pt=0,i ■ ■ ^' 

waarin de ^ functies van «,+i, a-», en de ip functies van 

'ï+i, • • • • ''',Pi, ■•■■Pv Pt+), ••■■?. zga. 

Daar het stelsel (1) stelkundig gel^kwaardig is met (2), of 
met (3), zaJ, indien (2) of (3) integreerbaar is, (1) het ook z^n, 
en omgekeerd ; zoodat w^ ons, bg het verder onderzoek van 
de integreerbaarheid, tot stelsels van den vorm (2) of (3) 
kunnen bepalen ; of zelfe van den vorm (3), daar (2) hierin 
als bgzonder geval begrepen is. 

3. Bewijs, dat men uH (1) een stelsel van den vorm (3) 
kan afladen. 

Onderstel, dat uit (1) q vergelijkingen tusschen de x alleen 
af ta leiden zgn, en dat men uit de /; — ï overige de groot- 
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heden ph-i> Pt opgelost heeft; indien het dan nietmoge- 

l^k is, de eerstgenoemde vergel^kingen volgens :r met andere 
aanwijzers op te lossen, moet dit hieraan liggen, dat er onder 
deze veigelgkingen minstens één voorkomt, waarin geen 
andere grootheden voorkomen dan j;+j, — w; zq deze 
Tei;gelgking 

^■(+1 — X i^rti, .... ar*) = 0. 

Baar ook 

p^+i —cp(Xj,.... 3;„i)i, ....p„pi,... .pn) 
een der vei^el^kingen is, bl^kt, dat het aldus a%eleide 
stelsel niet integreerbaar kan zgn, omdat 

(a^+i— %,Pï+i — 0)=1 
wordt, en dus niet nul kan z^n, zooals voor de integreer- 
baarheid gevorderd wordt. 

Dan kan ook (1) niet integreerbaar zijn. Dus omgekeerd, 
als (1) integreerbaar zal kunnen zgn, dan moet men uit (1) 
een stelsel van den vorm (3) knnnen afleiden. 

4. Onderzoek of een gegeven stdsd integreerbaar is. 

Wg gaan nu verder met het onderzoek van het stelsel (3). 
Wij vormen alle uitdrukkingen 

(,B-+„,k-4i.), (i„-<f„p,-*,). {i'~J'^^i''j^W 

(het is niet noodig [xi — ^i,Xj — (pj) te vormen; daar deze 
allen nul zjjn). Nu kunnen zich de volgende gevallen voordoen. 

1". Al deze uitdrukkingen zgn nul; dan moeten zg het 
identiek zgn ; want zij kunnen het niet door middel van (3) 

zijn, daar in (4) geen der grootheden x■^^ Xj, p^+i, p* 

meer voorkomt. Dan is (4) een volledig stelsel, en heeft dua 
een volledige integraal 

2'*. Een of meer dor uitdrukkingen (4) worden gelijk aan 
van .nul verschillende standvastigen; integratie is onmo- 
gelgk, omdat hiervoor noodig is, dat elke uitdrukking (4) 
nul wordt 
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3". Een of meer der uitdrukkingen (4) worden gelflk aan 
functies van de p,x; integratie is alleen mogelijk, als deze 
functies gelyk nul worden ; men stelt dus die functies, voor 
zoover ze onderling onafhankelgk zijn^ gelijk nul, vo^ deze 
nieuwe vergelqkingen aan het stelsel (3) toe, en behandelt 
het komende stelsel op dezelfde w^ze als (1). 

Ten slotte moet dus, öf de onmogelqkheid der integratie 
van (1) blgken, öf (1) moet zich laten herleiden tot een 
stelsel van den vorm 

Pi+i — <p.-+l = 0,....p. — (p. = 0,( ^ ' 

waarbij de i/- functies van mi+i, x„ de <p functies van 

fl'i+i, — ir., pi, pi, pm+i, — p. zijn, en waarby identiek 

aan alle vergeiykingen 

(^,-,^„p,-cpO = 0, (P/-?*,p.-<ï'.} = (j~-^i'_'^*„) 

voldaan wordt; welk stelsel dus een volledig stelsel is. Een vol- 
ledig stelsel van den vorm (5) heet algemeen involntie- 
stelsel; komen er geen vergelijkingen zonder de pin voor, 
dan heet het bijzoader Involutiestelsel. 

5. Iniegraüe van een hijsonder invdrdiestelsd. 

Om een b^zonder involutiestelsel te integreeren (de $ func- 
ties van ^j, a-., p«-M, . . . . p, zijnde) 

p,-(pi-0, p. — $«=0, ... (6) 

moet men volgens Jacobi beginnen een functie H te zoeken, 
die voldoet aan 

{p,-(pj,fl) = 0, (p.-<ï).,fl) = 0. . . (7) 

In de eerste plaats is het dus noodig eene oplossing van 
de eerste vergelijking van dit stelsel te vinden {of^ wat op 
hetzelfde neerkomt, een integraal van het hulpstelsel gewone 
differentiaalvergelykingen). Merkt men nu op, dat in de^e 

eerste vergelyking pj, p» volstrekt niet voorkomen, en 

dat tevens de differentiaalquoüenten van H naar x^, — x^ 
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ontbreken ; dui mag men deze grootheden als etandrasti- 
gea behandelen, volgens T, 5; hetzelfde is het geval met 
Pi, volgens y, 6; daar deze niet expliciet, maar alleen als 

-^ — voorkomt Men heeft dos slechts een oplossing van 

een lineaire vergelgkiDg met 2 n — 2 m -|- 1 onafhankel^ke 
veranderleken te zoeken, of een integraal van een holpstelsel 
van 2 » — 2m gewone differentiaalveigelgkingen 
da', d^m+i dx, dpm-h^ dp^ 

ipm+i i> Pm diT^+l h Tm 

Herleidt men een g^;even stdset niet eerst tot een invo- 
luüestelsel, dan moet men beginnen met een oplossing te 
zoeken van een lineaire veigel^king met 2 n onafhankel^ke 
verandeiigken. 

Heeft men een oplossing van het lineaire stelsel (7) ge- 
vonden, dan is volgens § l de integratie van (6) terugge- 
bracht tot die van het nieuwe volledige stelsel 

Pi — 'ï'i = O, . . . . p. — (p» = O, fl.+i = 0^+1, 
dat één veigelqking meer bevat. Bg de integratie van dit 
stelsel kan men weer een vereenvoudiging verkrggen, door 
het eerst te herleiden tot een nienw bqzonder involutiestelsel ; 
vervolgens moet men een oplossing zoeken eener lineaire 
vergelijking met 2» — 2m — 1 onafhankelijke veranderleken. Enz. 

Op dezelfde wgze gaat men verder, steeds elk nieuw stelsel 
tot een involutiestelsel herleidende. Wij hebben hier het geval 
buiten beschouwing gelaten, dat op die manier een algemeen 
involutiestelsel ontstaat, hetgeen, zooalg ■w^ in het volgende 
hoofdstuk zien zullen, tot nieuwe -vereenvoudiging aanlei- 
ding geeft 
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VIJFTIENDE HOOFDSTUK. 
Mvthoda van LIe. 



1. Herleiding van een algemeen tot een bijzonder 
involutiestelsel. 

Zg gegeven het algemeen inTolutiestelsel 

Xj^iPj =0, .... ^, — 411=0, . . . . {la) 
pi+i — <pi+i = 0, . . . .p_--<fi» = 0, il<m). (U) 

waBrbg de 4* foncties zga van xi+j, a^,, de 4> functies van 

3^+1, ir„Pi, P/)P"+ii p., terwigl voldaan wordt MO 

Wg voeren in plaats van a;„ a^j, nieuwe veranderlgken 

jc'j, — a^, in, vraarvoor w^ de eerste leden der vergelgkingen 
(la) kiezen, 

fi — 'Pi='^\,----rt — ^i = f'i; ... (3) 

terwQl xi+\, x^ onveranderd blijven ; bg deze tangentiale 

transformatie worden (IH, 6) 

a-^i , ■ , H< \ 

>■ ■ (4) 
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terwjjl p], pj onveranderd blgren ; hoewel vf^ voor de 

Bymmetrie p\, p', schrijven, evenals ^'r+.i, a^', voor 

x,+i, ....!„ 

Hierdoor gaat (1) over in 

a!',-=0, . . . . a^« = 0, . . . . (5a) 
P'i+i — Xl+l —G, . . . . p'm~Xm—0, . . (56) 

waarb^ de x functies zgn vaa ^'i-\-i, ^'., p'„ ^i, 

P'm+i, p'.. Dit stelsel is nog volledig (TUI, 2), dus zal o. a. 

zgn, of wat hetzelfde is 

èp'i 

dus komt p'j in geen der x meer voor, evenmin p'„ p'i ; 

zoodat de vergelijkingen (56) vrij van p'„ p'j zgn, evenals 

zg vi^ van 3^„ x', zijn ; zij vormen dus op zich zelf 

een hgzonder involatiestelsel tu8schen3^;+i,....3:'«,p';+i,....p'.. 

Wij hebben in (5) dus een geval van scheiding der ver- 
anderlijken ; wg kunnen (50) afzonderlek integreeren, en vol- 
gens Y, 6 is een volledige int^raal van (56), mits er geen 

3^1, x'i onder de standvastigen in voorkomt, tevens een 

volledige integraal van het gebeele stelsel (5), en dus, nadat 
men de substitutie (3) en (4) omgekeerd toegepast heeft, van 
het gegeven stelsel (I). 

Hierdoor is de integratie van een algemeen involuüestelsel 
(1) teruggebracht tot die van een bijzonder involuüestelsel 
(56), met zooveel minder onafhankelgke veranderleken, als 
het eerste stelsel vergelijkingen zonder de p oplevert 

2. Herleiding van een bijeonder involtiiiestdseL 

Zq g^even het bgzonder involutiestelsel 

. P,"4'i = 0, (7a) 

ï'ï-'Pa = 0,-..-P--'P- = 0. . . . (76) 
Men zoekt eerst een volledige integraal van (la). Deze vol- 
ledige integraal levert tevens een tangentiale transformatie, 
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die wy kiezen in den vonn (16) van hoofdstuk XI ; dan is zij 

&z - Pidxj - .... - p„dx« = d0o -(Pi-£pi)(icj-p3,o(Zr3,(r--...-p..o(fo.,o- (8) 

Hierin zgn e^ x^fl, — ar^o Pm, — p.,o. te zamen met x^ en 
Pi — ^it dis wg pii,o zullen noemen, de nieuwe veranderleken, 
functies Tan e en de x, p- Hierbg verschillen echter xsfi, — x^^ 

niet Tan x^, x., daar in (7a) e,Pi, p^ niet Toorkomen 

(V, 6); om dezelfde reden zyn ea,pa,Q, p«,o van denTorm 

«o = « + /ï P».o = Pa + /ï,---P-.o = p--+/'-, 

waarbij de /'functies zynTanati, x„pm+i p„ waarin 

e,Pi, — p- niet meer Toorkomen, evenmin als in 

Pw+l.0, pMfl, «n+1,0, X,fl. 

Door deze substitutie wordt (7^ 

pi,o = 0, (9o) 

pa.o — Xi^O,---P*s> — Xm = 0; . . . (%) 
hetgeen weer een Tolledig stelsel is, omdat de transformatie 
tangentiaal was (YUI, 2); en een inToluÜestelsel, Tolgens 

bovengenoemde eigenschappen der grootheden pjo, p«.o. 

Behingrijk Is, dat x^ in geeü der Tergeljjkingen [9i) meer 
Toorkomt; immers moet 

(pijhP».o — Xa)'=0, 

°' 4^ = 

zyn, waaruit blgkt, dat x^ niet meer in Xi voorkomt Evenzoo 

voor Xst enz. 

De m — 1 vergelijkingen (96) vormen op zich zelf een 
b^zonder inTolutiestelsel, met één Tergel^king en één onaf- 
hankel^ke Teranderl^ke minder dan bet gegOTen stelsel. Een 
Tolledige integraal (zonder x^ en pi.o) van (9&) is tevens een 
rolledige int^raal van het geheele stelsel (9); want uit 
ps.0 dxafi-\ + Pwfl dx.fi = dM-\-Pad (ps,o -~Xi) + 

. . . . + P, d (p,,0 - Z.) + Pm+i d Xm+l + .... + P, d X, 

Tol^ oumiddeUgk 
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Pifidx^ + p,,o dxifi +....+p,^ dx.fi^d {M + pifixi) — *,<^,[, +' 
+ P,d{pw-z^ + .... + P.d(p,.o-x.) + 
+ P«+i d X-+1 + .... + P, <iX. ; 
dus ala 

M= standr., Xm+\ = standv-, X, = standv. 
een volledige integraal van {%) is, dan is 

M + pi,o a^i = standv., Xk+1 = standv^ X, = Btandr. 
een volledige integraal van (9): maar in de eerste vergelg- 
king mag meo Pi,d<i^i weglaten, omdat volgens (9a) p],o nnl 
wordt; dan is deze volledige integraal dezelfde als de voor- 
gaande. 

De aldus gevonden volledige integraal is, na invoering der 
oorspronkelyke veranderiyken, een volledige integraal van (7). 

Op dezelfde manier gaat men voort, steeds het - aantal 
vergel^kingen en het aantal onafhankel^ke veranderlijken 
met één verminderende, totdat men komt tot één vergel^- 
king met n — t» + 1 onafhankelqke veranderleken, waarvan 
de volledige int^;raal tevens die van (7) is; 

3. Invoering der aanvanhdijhe waarden. 

De bovenstaande methode gaat door, van welke volledige 
integraal men ook uitgaat; kiest men echter die, welke 
door de methode van Cauchv geleverd wordt, dan z^n 
«,a;m + l,. - .*,,Pii ■•■?, zoodanige functies 'r&Re„jXm-i-ifl,-- . 
..•a:,^,Pi.o,.-.p.,o en x-^ (bovendien van x^^...xJt, dat zy 
door de substitutie Xj=y in Bq, ^« + i,o 7 ■ . . x,^o. Puf) , ■ ■ ■ p.,o 
overgaan. Hierdoor wordt de vorming van het stelsel (9) 
gemakkel^k gemaakt; want, daar in (9) x^ niet voorkomt, 
mag men beginnen, én in (76) én in de substitutie, aan x^ 
een willekeurige waarde te geven ; dit kan op de uitkomst 
geen invloed uitoefenen. Kiest men hiervoor de bovengenoemde 
waarde y, dan gaat (7Ö) door de substitutie over in 

pï.0 — tpjio = O , ■ ■ ■ ■ P-/> — 0-.1) = O , 
wanneer wy 4'a.o , - ■ ■ ifmfl schrjjven voor de functies «ps t ■ ■ - 0m, 
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waarin men a:i,a^+j,....a!,,p«+i ,....p. door y,xa+i,0,.-.3^Mfl, 
P»+i.o,---ï'>.o vervangen heeft. Hierdoor is het dos mogel^k, 
niet alleen {9b), maar alle volgende stelsels in eens op te 
schrgven. 

Ia het bgzonder geval, dat 0s,o , . . . ij>«,i} alle nol worden, 
is de Integratie in eens geëindigd; want dan zou de vol- 
ledige integraal vaa bet komende stelsel 

pj.0 = O , . . . . p,,o = O 
(en dus ook die van het door pi,a = O voltallig gemaakte 
stdsel) zgn 

aïB+i, o ^ standv., .... x^ja = Btandv^ 
zooals bl^kt uit 

ptfl dxifl + . . . H-p.,0 (fa«,o = 
.= d {pifiXtfi -|- . . . -|- p^o ic,,o) — Xify dpifi — ... — X ^fldpmfi — 

p«+l,0(ïiCi«+l,0 ... P,jodiF.fi\ 

maar deze volledige integraal Is, na invoering der oorspron- 
kel^ke veranderlyken, dezelfde als die van (7a), waarin 
^*,...^j. standvastig genomen zijn, zoodat men in dit geval, 
zoodra (7a) geïnt^reerd is, de volledige integraal van het 



4. Integratie van een byiumder mvolutiestelsel, door middel 
der integratie van één vergelyking. 

Het zoo even genoemde, sch^nbaar zeer bgzondere, geval 
kan tot het algemeene gemaakt worden, door de tangentiale 
transformatie (8) niet onmiddell^k op het g^even stelsel (7) 
nit te voeren, maar op een stelsel, dat men door de volgende 
nieuwe tangentiale transformatie uit (7) a£eidt (III. 7) 

aij == dj + (jt^ — y)x',,...x^ = a^-\- [x^^ — y) x',, (10a) 
waarbg fli , . ■ • a_, •/ willekeurige rekenkundige waarden heb- 
ben, terwgl iFj, iCa,+i, ir, onveranderd bly ven ; hieruit kr^gt 

men verder (terwyl pn+i, • . . . p« onveranderd blgven) 

..= i^,--..=.^. ..=.■.- '''^■+-i+;'-'"- .(io. 

Hierdoor gaat (7) over in het nieuwe volledige stelsel 
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dat dus, volgens XITT, 6, evenals (7), een volledige integraal 
heeit Maar dan beeft ook het volgende stelsel, dat uit het 
vorige stelknndig afgeleid wordt, een volledige integraal 

p'l — <^'\ — X'a Cp's — . . . . — X'm <P'm = O, 

P's-(^i-?')'ï>'3 = 0,....p'.-(a;i-j-)$',^0; (11) 

daar dit stelsel den vorm heeft van een involutiestelsel, 
moet aan de bekende voorwaarden identiek voldaan wor- 
den; (11) is dns een bijzonder involutiestelsel. 

Dit nieuwe stelsel (11) heeft de verlangde eigenschap; de 
eerste leden van alle vergel^kingen, behalve van de eerste, 
herleiden zich, bij de substitutie x^ := y, tot één term p'ifi. 

5. M^ihode van Lie. 

De methode van Lib, om een bponder involutiestelsel te 
integreeren, is dus de volgende. 

Pas op dit stelsel (?) eerst de tangentiale transformatie 
(10) toe; hierdoor gaat het stelsel over in (11), das in 

P'l — ^'\ — ar'a (p'j — . . . . — a:'. $'. = O 
en nt — 1 andere veigelykingen. Zoek, volgens de methode 
van Cauchy, een volledige integraal van deze vergelglüng, 
x\^...^'^ als standvastig beschouwende ; d. ï. neem die integralen 
van het hulpstelsel gewone differentiaalvergel^'kingen, welke 
men verkrjjgt door als standvastigen te gebruiken de waar- 
den, die x'm+\, x'„ P'bi+i, ■ ■ ■ p*"' voor xi^y aannemen ; 

de eerste helft van deze integralen vormen, met/ =:standv., 
de gezochte volledige integraal. Yoer daarna in deze volle- 
dige integraal de transformatie (10) omgekeerd uit; dan 
heeft men de volledige integraal van (7) verkregen, waarin 
nog Oj, «M ala rekenkundige standvastigen voorkomen. 
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6. Methode van Lie voor één vergelijking. 
Door het bovenstaande wordt de integratie van een b 
involuüestelsel tot die van één vergelijking herleid. Maai ook 
voor de integratie van één vergelijking heeft Lie een metbode 
gegeven. Z^j die vergelijking 

Men begint, evenals b^j de methode van Jacobi (XIT, 4), 
één oplossing te zoeken van 

(^,Pj -<?,) = O, . 
of één integraal van het hnlpstelsel; z^ deze int^raal 
fli=ai; dan herleidt men {XIV, 5) 

Pi — 01 = 0, Si = o,, 
tot een nienw bgzonder involutieftelsel 

Pi — ^1 = O, Ps — (f-s = O ; 
de volledige integraal van dit stelsel, die nog de standvas- 
tige a, bevat, is, met H^ = a, samen, de gezochte int^raal. 

Om de integraal van dit stelsel te vinden, herleidt men 
het weer eerst tot Óén vergelgking met n — 1 onafhanke- 
Igke veranderleken. Enz. 

Telkens wordt dos één vergelyking tot een iavolutiestelsel 
van twee vergel^kingen, en dit stelsel weer tot één vei^lyking, 
met een onafhankel^ke verauderlgke minder, herleid; op de 
manier van § 5, als het een b^zonder; op die van § 1, als 
het een algemeen involutiestelsel is. 

7, Opmerking. 
In SIV", 4 is bewezen, dat een stelsel, hetwelk integreerbaar 
is, tot een involutiestelsel te herleiden is ; in § 1 en 2 van dit 
hoofdstuk vindt men het bewp van het omgekeerde, namelyk, 
dat elk involutiestelsel een volledige integraal heeft. By dit be- 
Wfls wordt alleen gebruik gemaakt van de, door de methode van 
CircHY verkregen, uitkomst, dat elke vergeiyking een volledige 
integraal heeft ; niet van de eigenschappen der lineaire vergelg- 
kingen. Overigens hebben wij vroeger reeds het bestaan eener 
volledige integraal voor alle volledige stelsels bewezen (Xin, 6), 
waartoe de involutiestelaels als bgzonder geval behooren. 
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ZESTIENDE HOOFDSTUK. 
Geschiedkundig overzicht. 



I. Laq&anqe. 



Laorakoe is de eerste geweest, die zich met de algemeene 
Uieorie der gedeeltelijke difierentiaalrergelijkingen van de 
eerste orde bezig gehouden heeft. Tan hem afkomstig zijn de 
afleiding van zulk eeu TOrgelijfcing uit hare volledige oplos- 
sing; de onderscheiding van volledige, algemeene en a£zon- 
derl^ke oplossing (1774); de integratie der lineaire vergelij- 
kingen (1785); het terugbrengen der integratie van een 
niet-lineaire vergel^king tot die eener lineaire, ten minste 
voor twee onafhankelyke veranderleken (1772). 

Daar hij slechts de volledige oplossing in één vergelijking 
kende, had by hem de lineaire vei;geiyking geen volledige, 
maar slechts een algemeene, oplossing. 

2: Methode van Laqbanqe — Jacobi. 

W^j zullen een uiteenzetting geven der methode van 
Laqkanoe om de integratie van een niet-lineaire vergel^king 
tot die van een lineaire terug te brengen, zooals zg door Jacobi 
voor meer dan twee onafhankelijke veranderleken is uitgebreid, 
ons bepalende tot het geval, dat e niet expliciet voorkomt 
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Het iategreerea van 

x=o, ....:...(!) 

waarbg X een funcüe van de x, p is, komt neer op het vinden 
van zoodanige waarden voor de p, als fancties van de x, en van 
n — 1 standvastigen, dat aan (1) voldaan wordt en dat tevens 

d« — Spd« = (2) 

integreerbaar wordt ; hiervoor moeten tusschen de p de vol- 
gende betrekkingen bestaan 



dpi dpt 

dxi dXi 



(i,A= !,....«) ... (3) 



terwj'l uit (1), die, na substitutie der waarden van de p, . 
identiek wordt, volgt 

Uil (3) en (4) Tolgt 

ÜX _ iX lip, liA^ \ 

è a*j S p, dj, è p. dSt^ j 



_S 2_ _ >X (iy. >X lip. 

i ï, Spi dr, Sj), dA 



(6) 



maar volgens IX, 7 zgn de integralen van dit stelsel tevens 

de integralen van het volgende stelsel gewone flifferentiaal- 

veigel^Mngen 

_1^2__ — ^^' —^Pï _ _ — dp» 

ix jx_ — 2Z. i_L 

i Pl hp^ i «1 i iC. 

Hieruit vindt men a-^, a;„ pj, p, als functies van 

Xt en 2» — 2 standvastigen (lettende op (L)); daarna vindt 
men uit (2) e in dezelfde grootheden uitgedrukt, door een 
quadratuur, waarbg een nieuwe standvastige ingevoerd wordt 

3. Meikode vem Lagbakqe. 

Iulgbanoe: heeft zich bepaald tot het geval van twee onafhan- 
kelgke veranderiykea ; dan herleidt zich het stelsel (5), waar- 
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van altgd é6o vei^lyking van de overige afhaakel^k is, tot 
één vei^elijkiug 

waarvan de int^ratie tot die van 

—^3—— '^'^a ^ — dpi .„,, 

èx ax ax ■ ■ ■ ^^> 

a Pi i Pa a rci 

teruggebracht wordt; hierb^ heeft men niet de moeilijkheid, 
een lineair stelsel van den vorm (5) te moeten intcgreeren, 
met verEchillende functies in de verschillende veigelijkingen, 
hetgeen eerst later (1827) door Jacobi volvoerd is. Bovendien 
heeft men het voordeel, dat uit (5) en (4) weer (3) volgt; 
zoodat men zeker is, dat een willekeurige integraal van (6'}, 
met (1) samen, waarden van pj en ps geeft, die (2) inte- 
greerbaar maken. 

5. Vervolg der methode van Lagranöb — Jacobl 

Jacobi heeft (1827) de methode van Laorangë uitgebreid 
op vergelijkingen met een willekeurig aantal onafhankelijke 
veranderigken, op de wijze in § 2 uiteengezet; hierbg doet 
zich de zwarigheid voor, dat de gezochte Pi, . . . p«_i wel 
uit de integralen van (6) te vinden zjn; maar dat niet 
omgekeerd elke integraal waarden der p geeft, die (2) inte- 
greerbaar maken. Daarom voert Jacobi de standvastigen der 
integratie van (6) als nieuwe veranderlijken in (welk denk- 
beeld aan Laoranoe ontleend is), in plaats van a-i, . . . . iF,_i, 

Pp p,_], terwijl xk blgft en p, uit (1) gevonden wordt 

Hierdoor gaat de — Zpdx over in (volgens XI, 2) 

JT(CidM,+.... + Q,.-i dMï.-i), ... (7) 
waarby x, alleen in N voorkomt De integratie is nu terug- 
gebracht tot het nul maken van deze uitdrukking door niet 
meer dan n betrekkingen, m. a. w. tot de integratie der totale 
differentiaalvergelijking 

Cid«iH \-Ci,-idui,_i=(}, . . . (7') 

een vraagstuk, dat behoort tot het problema van Phaff. 
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5. Próbl&na van Phafp. 

Dit is het volgende. 

AIb gegeven is een differeutiaaluitdrukkiDg 

XidXj-\-....-\-X,dx„ (8) 

waarbij Xj, X, functies van n onderling onafhankelijke 

grootheden x^,....x^ zfln, vraagt men, door het invoeren van 
nieuTve veranderlijken, deze uitdrukking tot een dergel^ke 
mat een differentiaal minder te herleiden. 

Phapp heeft bewezen (1814), dat deze herleiding altijd 
mogelgk is, als m even is, en dat hiervoor noodig is de 
volledige integratie van een stblsel van « — 1 gewone diffe- 
rentiaalvergelijkingen ; een der x en de standvastigen der 
mtegratie vforden als nieuwe veranderleken aangenomen. 
Als « oneven is, beschouwt men a;, voor een oogenblik als 
standvastig, herleidt Xj li Cj + . . . . -j- X,-\dx,_i tot een 
uitdrukking met n — 2 termen, en neemt daarna a:, weer 
veranderlijk. Op deze wqze voortgaande, ia het mogelijk, nu 
M even onderstellende, een uitdrukking (8) te herleiden tot 
een dergelijke met — termen; hiervoor is noodig de inte- 
gratie van — stelsels gewone differentiaalvei:gelgkingen, die 
respectief bestaan uit « — 1, « — 3, 3, 1 Tergelijkingen. 

6, Methode van Phafp. 

Op het voorgaande heeft Phapp de volgende integratie- 
methode gegrond. 
Om een vergelgking 

X^ O of p, = (J). (z, x■^,... . x,t Pi, Pi.-i) 

te integreeren, moet men voldoen aan 

dz — Pi d aij — .... — p,_i d a;,_i — <Pndx,^=% 
of, wat hetzelfde is, aan 
(fo— Pi(£cj— .... — p,_](ir,.,i— iJ>.(ir.-|-0.tïpi-|-....-f0.dp,_i=0. (9) 
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Het eerste lid is een differentiaaluitdrukking van de boveo- 

genoemde soort, waarm de veranderleken zgn s^x^, Xg, 

Pi, p,_], terwfll de coëfficiënten functies van deze ver- 
anderleken zyn (of standvastig). Fhaff begint met het eerste 
lid te veranderen in een uitdrukking met een term minder, 
duB met 2» — 1 veranderleken; hg moet daartoe integree- 
ren het stelsel 

dx. de — dp^ 



iX ~~ ix ^^_a^z~Tx^ ÏY 

■'s 

dp. 



ipi èp' ^ ip ïa^i ~^^^ ie 



.... (10) 

hetzelfde als dat, waartoe Jacobi bg zgne uitbreiding der 
methode van Laoranoe gevoerd werd {(10) verschilt slechts 
in zoover van (5), als deze laatste in de onderstelling ge- 
vormd is, dat g niet in X voorkomt). Neemt men nu «, 
en de integratie-standvastigen ttf, tiï,_i als nieuwe ver- 
anderlijken aan, dan verandert (9) in 

iV(Ci(iMi-f .... + 0^id»3,_,) = 0. . . . (7) 

7. Vergdyking der methoden van Jacobi — Laoranqe 
e» Phapp. 

Beide methoden, die van Jacobi en die van Feapf, gaan nu op 
dezelfde wijze verder; (7) of liever (7i duj + ....-{- (^,-i dHa,_i 
wordt herleid tot een uitdrukking met een term minder, zie 
§ 5; zoo gaat men voort totdat men ten slotte komt tot 
een uitdrukking 

LidFj-\-....-{-L.dF., 
waarin de X en i^ functies van z en de x, p z^n ; deze uitdruk- 
king, die, bij substitutie der genoemde functies, identiek in 
dz — ^pdx overgaat, moet nnl worden ; zij wordt dit door te stellen 

F, = standv., F,i= standv. ; 

de hieruit, door eliminatie der p, afgeleide vergeleking is de 
gezochte volledige oplossing. 



DiB.1izedOyGoO<^lc 



119 

Hieruit bl^kt, dat de metbode van LAeRANOE— Jacobi alleea 
merkwaardig is als uitbreiding der metbode van Laorakoe; 
maar overigens, naast die van Feaff, geen recht van bestaan 
heeft; daar zy deze te hulp moet roepen om tot baar doel 
te geraken. 

8. Methode van Jacobi — Hamiltos. 

Terder beeft Jacobi de methode van Phaff verbeterd 
(1836), door aan te toonen, dat de integratie van het eerste 
pHAFF'scbe hulpstelsel voldoende is, om het eerste lid van 
(9) tot een vorm met n termen te herleiden ; men bereikt 
dit doel, door als standvastigen der integratie van (10) aan 

te nemen de waarden, die x^, ^^-i, pi, . . . . p.-i in de 

integralen van (10) aannemen, als men aan x. een bepaalde 
waarde y geeft (zie XI, 4). Deze metbode wordt die van 
Jacobi — Hamilton genoemd, omdat Jacobi zijn denkbeeld om 
de zoogenaamde aanvankelijke waarden als standvastigen 
in te voeren aan Hashlton's veriiandeling over dynamica 
ontleende. 

9. Mdkode van Caucht. 

Belangrijk blijft de in de vorige § besproken methode, 
omdat zij duidel^ker dan eenige andere het nauw verband 
doet zien tiisschen de gedeeltelijke differentiaalvergelijkingen 
van de l«^ orde en de kanoniscbe stelsels gewone differen- 
tiaalvei^elykingen, die in de dynamica voorkomen. 

Overigens verdient deze metbode niet den naam van 
Jacobi— HAMiLTON'ache ; daar het dezelfde is, althans wat de 
uitkomst betreft, als die, welke Cauchy reeds vroeger (1818) 
langs anderen en meer eenvoudigen weg gevonden had. 

Hoofdzaak by Cadcht's metbode is de invoering der aan- 
vankel^ke waarden, een denkbeeld door hem aan de theorie 
der bepaalde integralen ontleend. Z^ne manier om tot het 
hnlpstelsel gewone differentiaalvergelqkingen te geraken ver- 
schilt in beginsel niet van die, welke wij in VT, 2—5 en XI 
gegeven hebben, hoewel hij zich op meetkundige beschou- 
wingen beroept 
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10. Methode van Jacobi. 

In 1838 heeft Jacobi een nieuwe metbode gevonden, die 
terecht z^n naam draagt; eerst ïn 1862 werd z^ door Clebsch 
openbaar gemaakt; terwgl de ToomaamEite uitkomsten reeds 
voor dien tijd, onafhankel^k van Jacobi, door Liouville, Bocb 
en DoNsi:^ (1854) gevonden waren. Jacobi geeft hierin de 
beide methoden (T, 2, 3) om een ver;gel(jtitig zonder z te 
verkrggen ; en leidt uit de voorwaarden (3), door Laoranoe 
voor de integreerbaarheid van (3) aangegeven, andere af, 
doordat hg de p niet opgelost denkt in de ar, maar bepaald 
door n — 1 vei^lykingen 

Xa = 0,....X. = 0; 
de nieuwe voorwaarden worden 

(Xi, X*) = O, 
welke gelykwaardig met de eerstgenoemde blijken te z^n. 
Vervolgens leert Jacobi een theorema van Poisson (TIII, 4) 
uit de theorie der storingen tot het vinden van nieuwe inte- 
gralen der lineaire stelsels, waartoe z^ne methode voert, 
gebruiken. 

De voorwaarden, waaraan een stelsel moet voldoen om 
integreerbaar te zgn, heeft Boue 't eerst gegeven (1854), met 
een kleine verbetering door Mateb (1871). 

Wefler (1863) en Clebscb (1866) hebben de integratie 
der lineaire stelsels, die men bij de methode van Jacobi ver- 
krijgt, vereenvoudigd. 

11. Methode van Xorkinb, Boole en Maver. 

In 1868 heeft Korkine eene methode g^ven om een 
stelsel te integreereu; hg zoekt een volledige oplossing van 
één der vergelijkingen, en voert de -standvastigen als nieuwe 
veranderlijken in de overige vergelijkingen in; deze methode 
verschilt niet van die, welke wg in XT, 2 gegeven hebben ; 
slechts namen wg de volledige integraal, in plaats van de 
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Tollei^ge oplossing, om de tangentiale transformatie te vin- 
den. Hierdoor wordt een volledig stelsel van m vergelijkin- 
gen met M onafhankelijke veranderlijken voortdurend herleid tot 
een dergelijk stelsel met één vergelijking en één onafhankelijke 
veranderlijke minder; totdat men ten slotte neerkomt op één 
enkele vergel^king met « — m+1 onafhankelijke veranderlijken. 

De methode van Boole (1863) gaat eveneens te werk, 
maar is alleen voor lineaire stelsels geschikt 

Ook de methode van Maver (1872) is alleen op lineaire 
Btelsels van toepassing; zij gaat evenals de methode van 
KoRKiKE en Boole te werk; het bewijs, dat wjj in XIÜ, 2 
van de integreerbaarheid der lineaire volledige stelsels ge- 
geven hebben, is niets anders dan de bovengenoemde inte- 
gratiemethode. Maar bovendien voert Mater, evenals Cadchy, 
de aanvankel^ke waarden als int^^tie-standvastigen in, 
waardoor het hem mogelijk wordt al de achtereenvolgende 
stelsels in eens op te schryven, zooals wg dit in XT, 3 ge- 
zien hebben. Eindelijk voert hij nog een geheel andere om- 
vorming van een lineair stelsel uit, dezelfde die wij in XV, 4 
leerden kennen, waardoor men de volledige integraal van 
een stelsel vindt, zoodra men de volledige integraal van één 
verslijking kent. Blikbaar is de methode van Matëb dezelfde 
als die van Lie; maar alleen voor lineaire stelsels. 

12. Methode van Lul 

Eindel^k heeft Lie de theorie der gedeeltelyke differen- 
tiaalvergel^'kingen algemeener gemaakt, door ook volledige 
oplossingen, uit meerdere vergelijkingen bestaande, te beschou- 
wen, waardoor het b^rip gedeeltelijke differentiaalvergel^king 
ruimer, dan volgens liAOBANGB, moest opgevat worden; Lie 
kon nu ook van de volledige oplossing van lineaire verge- 
1^'kingen spreken, en kon stelsels beschouwen, waarin vei^e- 
Igkingen voorkomen, die de p in 't geheel niet bevatten. Hij 
heeft, door de invoering van het begrip tangentiale trans- 
formatie, alle gevallen van het invoeren van nieuwe veran- 
derl^k uit één gezichtspunt leeren beschouwen. 
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Aan de methode ran Fhaff wordt door hem het denk- 
beeld ontleend de — ^pdx terug te brengen tot een uit- 
drukking met n diSerentialeD ; of liever tot een met « + 1 
differentialen, waarvan één gegeven is; Lie leidde uit deze 
methode de eigenschappen der tangentiale transformatie af, 
die later langs elementairen weg door Mates bewezen z^n. 

Lie heeft vervolgens de voorwaarden der integreerbaarheid 
onderzocht vau stelsels, ook van die, waarin vei^lQkingen 
zonder de p voorkomen ; het begrip algemeen involutiestelsel 
ingevoerd ; en de integratie daarvan tot die van een b^zonder 
invoIntieBtelsel herleid. De integratie van een bgzouder invo- 
lutiestelsel wordt tot die eener enkele vergelgking teru^e- 
bracht; deze herleiding is dezelfde als die van HAayeb. Boven- 
dien geeft Lie nog een methode om met de Integratie van 
deze verslijking verder te gaan, zoodra men één integraal 
van het bulpstelsel gewone differentiaalvei^lqkingen kent 
Wanneer men meerdere zoodanige integralen kent, geeft Lie 
nog grootere vereenvoadigingen, maar van anderen aard. 

Ook heeft Lie opgemerkt, dat, als bg de Integratie van 
één vergelgking, het ongunstigste geval voor de toepassing 
der metbode van Jacobi intreedt, de methode van Cauchy 
onmiddellQk de volledige integraal geeft. Hij heeft bewezen, 
dat dit ook het geval is b^ de integratie van een stelsel. 
Dit is de uitbreiding der methode van Gaucht. 
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STELLINGEN. 



De methode van Cauchy laat een zeer eenvoudi 
kundige verklaring toe. 



De beide methoden van Jacobi, om e uit een gedeeltelijke 
differentiaalvergelijking van de eerste orde te verdrgven, 
komen in beginsel overeen, de eeue met bet invoeren van 
homogene pantcoördinaten, de andere met het invoeren van 
homogene vlakcoördinaten. 



De ware algemeenheid verkrijgt de theorie der gedeelte- 
Igke di£ferentiaalvergelgkingen van de eerste orde door 
invoering der connex-coördinaten v 



IV. 

De tangentiale transformaties zijn de eenige eea-(ein dig-)- 
waardige vlakkentransformaties. 
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De theorie der detenninanten is gelgkwaardig met die van 
een complex talstelsel met meerdere ondefling oaafhanke- 
Igke eenheden. 



De methode van Bezout, ter oplossing van een stelsel 
Tergelijkingen van den eersten graad, schiet in enkele ge- 
Tallen, waar de oplossing mogelgk is, te kort 

TU. 

De meüiode der limieten vereenigt in zich de voordeelen 
der methoden van Leibnitz en Newton om de gronden der 
differentiaalrekening uiteen te zetten. 

VIU. 

De lineaire substituties om een elliptische integraal tot den 
normaalvorm te herleiden worden verduidel^kt door de leer 
der binaire quadratische en biquadratiscbe vormen. 



IX. 



Het is wenschelgk, de theorie der elliptische integralen te 
beschoawen in verband met de theorie der vlakke kromme 
l^nen van den derden graad zonder dubbelpunt. 



Behalve de zwaartepunts- en vlakkenintegralen, kunnen er 
geen integralen bestaan, onafhankelijk van de wet van aan- 
trekking, tttsschen de punten van een t 
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Het is il priori ia te zien, dat het onderzoek der bewe- 
ging van een vast lichaam om een vast punt tot quadratu- 
ren terug te brengen is. 

XII. 

Tangentiale transformaties verduidelijken de theorie der 
aizonderlyke oplossingen van gewone difierentiaalvergel^kin- 
gen der eerste orde. 
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